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1. Einleitung

Verspatungen werden sowohl von den Kunden als auch vom Dienstleister nega-
tiv bewertet. Bahnreisende nehmen Verspétungen als Abweichung vom Fahrplan
wahr. Ist ein Fahrplan nicht verlisslich, so verringert dies die Akzeptanz der Bahn
als Verkehrsmittel. Kunden werden nach Alternativen suchen. Aber auch fiir den
Dienstleister verursachen Verspdtungen Probleme. Neben unzufriedenen Kunden
mindern Verspétungen die Produktivitét: Ziige und Personal kénnen erst verspétet
wieder eingesetzt werden, in Bahnhofen werden Gleise blockiert. Eine Moglichkeit,
den Folgen von Verspatungen entgegen zu wirken, wére, in Personal, Fuhrpark oder
Infrastruktur zu investieren. Dies wird in der Regel relativ kostspielig sein.

Zusitzlich bietet sich daher an, Fahrplidne zu entwickeln, die sich in der Realitét
als robust gegen mogliche Stérungen im Betriebsablauf erweisen. Anschaulich er-
achten wir einen Fahrplan als robust, wenn sich das System trotz dieser Stérungen
weitestgehend fahrplangetreu verhélt. Dies ist moglich, wenn der Fahrplan entspre-
chend grofiziigige Zeitpuffer enthilt, die der technisch méglichen Mindestzeit der
verschiedenen Vorginge des Betriebsablaufs aufgeschlagen werden. Als Stérungen
werden in dieser Arbeit nur kleinere typische Verzégerungen betrachtet. Dies kann
beispielsweise eine nicht 6ffnende Tiir eines Zuges im Bahnhof sein. Es kann aber
auch eine verlangsamte Fahrt wegen Tieren im Gleisbereich sein. Explizit nicht
gemeint sind groflere, katastrophale Verzogerungen bzw. Ereignisse wie ein Defekt
des Triebwagens oder gar Kollisionen von Ziigen. Solche Verzogerungen wird kein
Fahrplan kompensieren kénnen.

Es geht aber auch nicht nur darum, die erwéhnten kleineren Verzégerungen zu
kompensieren. Diese fiir sich allein stellen nicht das Hauptproblem dar. Es ist deren
Fortpflanzung und Akkumulierung im Bahnnetz, welche zu nicht mehr kontrollier-
baren Verspédtungen fithren konnen. Diese problematischen Verspadtungen treten
dann in der Regel an ganz anderer Stelle auf als ihre urséchlichen Verzégerungen
im Betriebsablauf. Ein guter, d.h. robuster, Fahrplan enthilt daher nicht nur eine
angemessene Gesamtmenge zeitlichen Puffers, er weist auch den jeweiligen Stel-
len im Bahnnetz angemessene Anteile der Gesamtmenge zu, sodass eine kritische
Fortpflanzung von Verspéatungen moglichst vermieden werden kann.

Bisher haben wir von méglichst geringen Verspétungen als ein Kriterium fiir gute
Fahrpldne gesprochen. Zum einen muss prizisiert werden, auf welcher Ebene die
Verspatungen gemessen werden. Dies kénnen direkt die Verspdtungen der Ziige sein,
es konnen aber auch die Verspéatungen aus Sicht der Kunden, also die Verspéatungen
bei Ankunft in der Zielstation der Kunden, betrachtet werden. Die Unterscheidung
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ist wichtig. Ein insgesamt stark verspitetes System muss fiir die Reisenden keine
grofleren Folgen haben, solange sie zumindest ihre Anschliisse erreichen. Der Dienst-
leister leidet jedoch, wie oben angesprochen, unter einer Produktivitdtsabnahme.

Grundsétzlich kann geringe Verspdtung aber nicht das einzige Kriterium sein.
Dies fiihrte zu Fahrpldnen mit Zeitpuffern, die jede Stérung im Betriebsablauf kom-
pensieren kénnen. Das bedeutete auf der einen Seite unverhéltnisméfig grofle Reise-
zeiten fiir die Kunden. Auf der anderen Seite wire auch hier die Produktivitit des
Dienstleisters beeintrachtigt. Es bendtigt also ein Kriterium, welches dem entge-
genwirkt. Ein mogliches Kriterium ist hier die, moglichst geringe, fahrplanmifige
Reisezeit der Kunden. Mittels der genannten beiden Kriterien kénnen Fahrpldne
optimiert werden.

In der Arbeitsgruppe ,,Stochastische Optimierung“ von Prof. Dr. Kolonko wird
unter anderem am Software-Projekt HITT gearbeitet. Im Rahmen dieses Projektes
konnen Fahrpline beziiglich verschiedener Kriterien optimiert werden. Der Einfluss
von stochastischen Verspdtungen sowie insbesondere deren Fortpflanzung konnte
bereits vor Beginn dieser Arbeit per ereignisgesteuerter stochastischer Simulation
untersucht werden. Die Simulation wird, abhéngig von den gew#hlten Optimie-
rungskriterien, fiir die Bewertung eines Fahrplans benttigt und stellt dabei einen
wesentlichen, zeitkritischen Schritt dar. Alternativ sollte daher in dieser Arbeit nach
analytischen Methoden gesucht werden, welche die (approximative) Bestimmung
der entsprechenden Verspitungsverteilungsfunktionen sowie der mittleren, d.h. er-
warteten, Verspatungen ermoglichen. Diese Herangehensweise erwies sich letztlich
als deutlich schneller. So ist die Fahrplanoptimierung unter Beriicksichtigung der
Verspatungen nun auch fiir gréflere Probleminstanzen einsetzbar.

Die Idee, Verspatungen auf Ebene der Verteilungsfunktionen fortzupflanzen ist
nicht neu. Diese Arbeit greift einen Ansatz aus dem Flugverkehr auf und fithrt ihn
weiter fort. Auch im Anwendungsbereich des Bahnverkehrs gibt es vergleichbare
Arbeiten. Die wesentliche Erweiterung und zugleich den Schwerpunkt dieser Arbeit
bildet die Modellierung und Berechnung der Verspéatungsfortpflanzung in Kreisen
des betrachteten Ereignis-Aktivitdtsnetzwerkes. Die Ereignisse représentieren in der
vorliegenden Arbeit die Ankiinfte und Abfahrten von Linien in ihren Stationen. Die
Bestimmung der Verspétungsverteilungen all dieser Ereignisse setzt grundsétzlich
eine topologische Sortierung voraus. So kann die Verspéatungsverteilung eines Er-
eignisses erst dann bestimmt werden, wenn zuvor die Verspatungsverteilungen aller
Vorgéngerereignisse bestimmt wurden. Dieses Vorgehen ist genau dann méglich,
wenn keine Kreise im Netzwerk existieren. In diesem Fall ist die jeweilige Verspé-
tungsverteilungsfunktion bereits nach einmaliger Berechnung endgiiltig festgelegt.

Fiir Falle, in denen das Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk nicht kreisfrei ist, wird in
der vorliegenden Arbeit ein neues iteratives Verfahren zur Approximation der Ver-
spatungsverteilungen in solchen Kreisen vorgestellt. Fiir Aussagen zur Konvergenz
des Verfahrens werden Resultate aus der Warteschlangentheorie herangezogen. Es



wird untersucht, unter welchen Voraussetzungen die Verspidtungen in Verteilung
konvergieren, d.h. insbesondere wann die Verspidtungen fast sicher endlich sind.
Auflerdem wird die Eindeutigkeit der Grenzverteilungen diskutiert. Dieser The-
menkomplex wird in den Kapiteln 6 und 7 behandelt.

Zu Beginn dieser Arbeit war die Vorstellung, dass wir zu einem bestimmten
Bahnnetz Daten iiber die im realen Betriebsablauf auftretenden Stérungen erhal-
ten. Mittels einer geeigneten Verteilungsfamilie sollten die zugehorigen empirischen
Verteilungsfunktionen approximiert und dann so miteinander verkniipft werden,
dass die reale Verspitungsfortpflanzung nachgebildet wird. Die Akquise aber auch
die anschliefende Analyse entsprechender Daten gestaltete sich jedoch schwierig.
Das untersuchte Datenmaterial eignete sich letztlich nicht, um Riickschliisse auf
die Situation in anderen, groferen Netzen zu ziehen. Es unterstiitzt aber die spéte-
re Wahl der Verteilungsfamilie. Daher beschéftigt sich Kapitel 4 mit der Analyse
des Datenmaterials. In Kapitel 5 werden die Verteilungsfamilie und das Verfah-
ren vorgestellt, die fiir die Approximation der empirischen Verteilungsfunktionen
verwendet werden.

Zur Validierung der analytischen Methoden auf Ebene der Verteilungsfunktionen
wurde im Rahmen dieser Arbeit eine neue ereignisgesteuerte stochastische Simula-
tion entwickelt. Ziel war es, die Laufzeit der bisherigen Simulation zu reduzieren.
Die Grundlage bildete eine studentische Arbeit, deren Kernidee eine besondere
Repréasentation der Umsteigebeziehungen zwischen verschiedenen Linien darstellt.
Hierauf aufbauend wurde die Simulation soweit modifiziert, dass sie, bei moglichst
geringer Laufzeit, belastbare Ergebnisse fiir die Fahrplanbewertung liefert. Wer-
den sowohl die Simulation als auch die Berechnung der Verteilungsfunktionen in
HITT fiir die Fahrplanbewertung verwendet, so stimmen die Ergebnisse (abhingig
von den Vorgaben fiir die in der Simulation verwendeten Konfidenzintervalle) gut
iiberein.

Die Optimierung der Fahrpléne findet in HITT mittels eines genetischen Algo-
rithmus statt. Die Weiterentwicklung dieses Verfahrens ist nicht Gegenstand dieser
Arbeit. In Kapitel 9 wird gezeigt, wie die zuvor bestimmten Verspatungsverteilung-
en in HITT verwendet werden, bevor in Kapitel 10 die Ergebnisse der Arbeit zu-
sammengefasst werden.

Die vorliegende Arbeit fand im Rahmen des Projekts ,Strukturuntersuchungen
zur Entstehung und Fortpflanzung von Verspdtungen in Verkehrsnetzen - Model-
lierung, Simulation und Optimierung eines stochastischen Netzwerks® im Simulati-
onswissenschaftlichen Zentrum Clausthal-Gottingen statt. Dies ist ein gemeinsames
Projekt mit der Arbeitsgruppe ,,Optimierung“ von Prof. Dr. Schébel an der Georg-
August-Universitiat Gottingen. Im Rahmen dieser Zusammenarbeit wurden unter
anderem die in den beiden Arbeitsgruppen existierenden Modelle verglichen. Die
mit den jeweiligen Modellen hinsichtlich der Verspatungsfortpflanzung erhaltenen
empirischen Ergebnisse stimmten dabei in hohem Mafle tiberein.



1. Einleitung




2. Einordnung in existierende Arbeiten
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In diesem Kapitel soll ein wesentlicher Teil der Literatur diskutiert werden, die aus
Bereichen stammt, welche auch Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind. Der erste
Abschnitt beschéftigt sich mit der Problemstellung, wie wir die im realen Betrieb
in unterschiedlicher Auspriagung auftretenden Verspitungen in einem theoretischen
Modell abbilden konnen. Der zweite Abschnitt zeigt dann, in welchen Bereichen
bzw. auch beziiglich welcher Zielsetzung diese Modellierungen Anwendung finden.

2.1. Verspatungsmodellierung in Verkehrsnetzen

Die Modellierung von Verspétungen, nicht nur im Bahnverkehr, wurde in der Litera-
tur bereits intensiv behandelt. Die verschiedenen Modellierungsansétze unterschei-
den sich grundsétzlich darin, ob Verspdtungen als stochastisch oder deterministisch
angesehen werden. Im ersten Fall werden die Verspédtungen als Zufallsvariablen
modelliert und in der Regel einer bestimmten Verteilungsfamilie zugeordnet. So
wird versucht, die in der Realitdt auftretenden Folgen der Verspdtungen nachzubil-
den. Im zweiten Fall werden fiir die Verspidtungen nur bestimmte Auspriagungen,
sogenannte Szenarien, betrachtet. Fiir jedes Szenario lassen sich mdogliche Folgen
untersuchen.

2.1.1. Verspdtungen als stetige Zufallsvariablen

Modelliert man Verspédtungen als Zufallsvariablen, so kann man diese mittels Mon-
te-Carlo Simulation reproduzieren und mit moglichen Pufferzeiten oder auch an-
deren (simulierten) Verspédtungen verrechnen. Eine alternative Herangehensweise
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stellen analytische Methoden zur Verkniipfung der zugehorigen Verteilungsfunktio-
nen dar. In beiden Fillen ist die grundlegende Aufgabe, eine Verteilungsfamilie zu
finden, welche die Verspdtungen hinreichend gut, d.h. realistisch, charakterisieren
kann. Im Falle der Verrechnung von Verspatungen auf Ebene der Verteilungsfunk-
tionen, wird dariiber hinaus die Abgeschlossenheit der Verteilungsfamilie unter den
benétigten Operationen gefordert (s. Kapitel 6). Im Folgenden werden einige der
in der Literatur zu findenden Verteilungsfamilien vorgestellt.

SCHWANHAUSSER identifiziert in [Sch74] modifizierte Exponentialverteilungen als
mogliche Verteilungsfamilie fiir Verspdtungen. Fiir die Verteilungsfunktion einer
Verspatung Y gilt dann fiir alle t € R

Fy(t) = (1 —a e*”) o0 (£) -

Dabei lassen sich die Parameter a und A dahingehend interpretieren, dass a den
Anteil verspateter Ziige und % gerade die mittlere Verspatung dieser Ziige représen-
tiert. Allerdings kann deren Eignung nur fiir bestimmte Verspédtungsarten nachge-
wiesen werden (s. [WNO04, Yua06] sowie Abschnitt 4.2.3). Der Nachweis geschieht in
der Regel mit empirischen Methoden. In [EF02] gelingt ein analytischer Nachweis
unter Zuhilfenahme von Ergebnissen aus der Warteschlangentheorie.

Eine weitere Verteilungsfamilie, die in der Literatur (s. [HS92, Yua06, MMO7])
fiir die Représentation von Verspdtungsverteilungen verwendet wird, ist die Familie
der Weibullverteilungen. Die Verteilungsfunktion einer Weibull-verteilten Zufalls-
variablen Y ist fiir alle t € R gegeben durch

k
Fy(t) = (1 —e ) “1p0,00) (1)

mit A\, k € Rs¢. Sie erweist sich hinsichtlich der Eignung fiir die verschiedenen Ver-
spatungsarten als flexibler. Wie auch im Falle der oben beschriebenen modifizier-
ten Exponentialverteilungen, ist es bei Verwendung von Weibullverteilungen nicht
moglich, die Ergebnisse angewandter Verspatungsoperationen wieder als Element
der Verteilungsfamilie darzustellen. Die beiden Verteilungsfamilien sind also nicht
abgeschlossen gegen die Verspatungsoperationen. Eine Moglichkeit ist hier, mittels
numerischer Verfahren eine Approximation der Lsung zu erzeugen (s. [Mii90]).

Die Verwendung von Phasentypverteilungen wird unter anderem in [MMO07] emp-
fohlen. Ein Argument hierfiir ist, dass die Familie der Phasentypverteilungen em-
pirische Verspdtungsverteilungen (auf den nicht-negativen reellen Zahlen) beliebig
genau approximieren konnen. Des Weiteren wird auf die Abgeschlossenheit von Pha-
sentypverteilungen gegen wesentliche Verspatungsoperationen hingewiesen. Letzt-
lich erweist sich die Familie der allgemeinen Phasentypverteilungen jedoch als nicht
flexibel genug, um sdmtliche fiir die Verspatungsfortpflanzung in Frage kommenden
Operationen anwenden zu kénnen.
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Die Repriasentation von Verspatungsverteilungen mittels sogenannter Theta-FEx-
ponentialpolynome wird unter anderem in [Fuh07] vorgeschlagen. Verteilungen, fiir
die eine solche Repréasentation moglich ist, nennen wir im Folgenden auch Theta-
Ezxponentialverteilungen. In [Fuh07] wird die Verspétungsfortpflanzung im Flugver-
kehr untersucht. Die Herangehensweise ist vergleichbar mit der in der vorliegenden
Arbeit. Es wird eine bestimmte azyklische Phasentypverteilung fiir die Approxima-
tion von Verspétungsverteilungen verwendet. Deren Einbettung in die Familie der
Theta-Exponentialpolynome erméglicht, dank der dort gegebenen Abgeschlossen-
heit gegen bendtigte Verspéatungsoperationen, die Fortpflanzung der Verspatungen
bzw. Verrechnung der Verteilungsfunktionen. Ein wesentlicher Unterschied zur vor-
liegenden Arbeit besteht in der speziellen Wahl der azyklischen Phasentypvertei-
lung.

BUKER und WENDLER stellen in [BW] eine Familie von Verteilungsfunktionen
vor, mit denen es Thnen mdoglich ist, Verspatungfortpflanzungen in Bahnnetzen hin-
reichend genau und schnell zu berechnen. Die Verteilungsfunktion einer Zufallsva-
riablen Y wird geméf

s nj
i=1

Jj=1

reprisentiert, mit paarweise disjunkten Intervallen I; C R und U‘;Zl I; = R.
Diese Verteilungsfamilie ist abgeschlossen gegen alle benttigten Verspatungsope-
rationen. Dariiber hinaus ist sie insgesamt flexibler als die Familie der Theta-
Exponentialverteilungen. Dies betrifft im Wesentlichen die Bildung der Vertei-
lungsfunktion von Differenzen zweier Zufallsvariablen, welche bei der Betrachtung
sogenannter Zugfolgerestriktionen benétigt werden. Diese wurden in der vorlie-
genden Arbeit noch nicht in der Modellierung beriicksichtigt. In Kapitel 6 schla-
gen wir trotzdem bereits eine mogliche alternative Bestimmung der resultierenden
Verteilungsfunktion vor, welche auch fiir diesen Fall die Verwendung von Theta-
Exponentialpolynomen ermdoglicht.

2.1.2. Verspidtungen als diskrete Zufallsvariablen

Ein anderer Weg ist es, die Verspatungen als diskrete Zufallsvariablen zu model-
lieren. Diese Herangehensweise verwenden BERGER ET AL. in [BGMHOL11]. Die
Verspatungsfortpflanzung, d.h. die Anwendung benstigter Operationen auf die ent-
sprechenden Verteilungsfunktionen, gestaltet sich im diskreten Fall einfacher als
im stetigen Fall. So spielt u.a. das Problem der Komplexitétsreduzierung (s. Kapi-
tel 6) keine Rolle. BUKER vergleicht in seiner Dissertation (s. [Biil0]) seinen An-
satz mit der Verspatungsmodellierung durch diskrete Zufallsvariablen. Insbesondere
beziiglich der Genauigkeit schneidet seine auf stetigen Zufallsvariablen basierende
Modellierung besser ab.
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Auch SCHOEBEL und GOERIGK modellieren Quellverspatungen gewissermafien
als diskrete Verteilung (s. [Sch07], [GS11]). Sie gehen von einer diskreten Men-
ge von Verspatungswerten aus, welche jene Quellverspdtungen annehmen koénnen,
die den jeweiligen Betriebsabldufen zugeordnet wurden. Wurde jedem dieser Be-
triebsablédufe also ein Verspatungswert zugewiesen, so entspricht die Menge dieser
Verspatungswerte einem sogenannten Szenario, dessen Auswirkungen untersucht
werden soll. Die Auswahl eines Verspitungsszenarios unterliegt bestimmten Regeln.
Werden sie beispielsweise zufillig gewahlt, so entspricht dies gerade einer diskreten
Gleichverteilung beziiglich der Menge aller Szenarien.

2.1.3. Das Max-Plus Modell

Einen hinsichtlich der Verspédtungsfortpflanzung génzlich verschiedenen Ansatz ent-
halten sogenannte Max-Plus (lineare) Modelle. Sie werden allgemein bei der Pla-
nung diskreter Ereignisse verwendet (engl. Discrete Event Scheduling, DES). Einen
Uberblick erhiilt man zum Beispiel in [BCOQ92]. Im Folgenden sollen die Grund-
lagen dieser Modellierung erlidutert werden (s. [Gov07]).

Definition 2.1.1 (Max-Plus Algebra).

Es sei € := —oo0 und Re := R U{e}. Fir z,y € R. werden die additive bzw.
multiplikative Verknipfung

z ®y = max{z,y} bzw. TQYy:i=r+y (2.1)
definiert. Auferdem gelte fiir Matrizen A, B € RZ*™
[A® Blij = aij ® bij; = max{ai;, bi; }

bzw. Matrizen A € R?** und B € RF*™

[A® Blij = €D air @ br; = max{aix +bi; | 1 <k <n}.
k=1
Dann wird (Re, ®,®) eine Maz-Plus Algebra genannt. Dabei ist ¢ das additive und
0 das multiplikative neutrale Element.

Hierauf aufbauend betrachtet man Folgen von Matrizen (Ay)ren und Folgenvek-
toren (xk)ken,
T = (xk(l),xk@), S ,xk(n)) € ]R,?
fiir alle k € IN, welche der rekursiven Relation xx+1 = Ar ® xp geniigen. Unter
den Verkniipfungen (2.1) gehen die x; also durch lineare Abbildungen rekursiv
auseinander hervor. Eine wichtige Kenngrofie der (zx)renw ist die asymptotische
Wachstumsrate, definiert durch

lim 2k (1)



2.1. Verspéatungsmodellierung in Verkehrsnetzen

1 < i < n, falls diese Grenzwerte existieren. Stimmen in dem Fall die Werte fiir
alle 1 < ¢ < n iiberein, so bezeichnet man diesen Wert in der Regel mit A = \(Ay)
und spricht vom Lyapunov-Ezponenten der Folge (Ay)ren. Betrachtet man deter-
ministische Systeme, d.h. Ay = A € RZ*" fiir alle k € IN, so entspricht A\ gerade
dem Eigenwert der Matrix A (s.u.). Im Falle von Systemen mit stochastischen Ma-
trizen Ay ist die exakte Bestimmung des Lyapunov-Exponenten in der Regel nicht
moglich. Es gibt in der Literatur allerdings effiziente Approximationsverfahren (s.
[GHMO8]).

GOVERDE ET AL. haben, neben den bisher erwihnten, weitere Arbeiten veroffent-
licht (s. [Gov98, GHMO09]), in denen das Max-Plus Modell auf Verkehrsnetze an-
gewendet wird. Der Zusammenhang soll anhand des Streckennetzes aus Abbildung
2.1 hergestellt werden. Wir nehmen an, dass fiir Linie L; und L3 je ein Zug und
fir Linie Lo zwei Ziige zur Verfiigung gestellt werden. Ein Zug der Linie Ly be-
dient immer die Strecke von S; zu Sz und der andere Zug die Riickrichtung. Die
benotigten (deterministischen) Fahrzeiten seien fq fiir Linie L; auf der Strecken-
verbindung (S1,S1), f2 bzw. f3 fiir Linie Ly auf Streckenverbindung (S, S2) bzw.
(S2,51) sowie f4 fiir Linie L3 auf der Streckenverbindung (S2, S2).

Ziel ist es, fiir diese Linien einen periodischen Fahrplan zu finden. Wesentliche
Voraussetzung ist immer, dass ein Ereignis erst dann beginnen kann, wenn alle dem
Ereignis planméBig vorangehenden Prozesse bereits abgeschlossen sind. Im Bahn-
verkehr hiefle das beispielsweise, dass ein Zug erst dann abfahren kann, wenn alle
Zubringer in der Abfahrtsstation angekommen sind. Daher ldsst sich diese Modellie-
rung auch mittels eines Petrinetzes veranschaulichen (s. Abbildung 2.1). Die beiden
Transitionen repriisentieren die Abfahrten der Ziige in den Stationen S bzw. Ss.
Diese finden erst dann statt, wenn in den vorangehenden Stellen die Markierungen
gesetzt sind. Die Fahrzeit der Ziige l&sst sich in den Stellen hinterlegen. Nach Akti-
vierung der zugehorigen Transition wird erst nach f; Zeiteinheiten die Markierung
in der Stelle gesetzt.

Im Folgenden steht (i) fiir die k-te Abfahrt, k € IN, der Linie

e [ in Station Sy, fallsi =1,
e [ in Station Si, falls i = 2,
e [ in Station Ss, falls i = 3,

e L3 in Station Ss, falls i = 4.

Wir betrachten weder Mindestverweilzeiten noch Mindestzugfolgezeiten, obwohl
dies grundsétzlich in einem Max-Plus Modell moglich wére. In den Stationen existie-
ren Umsteigebeziehungen zwischen den hier verkehrenden Linien. Die Abfahrt des
Zuges der Linie L1 hiangt sowohl von der vorherigen Ankunft dieses Zuges als auch
der des Zuges der Zubringerlinie Ly ab. Es gilt x4 (1) = max{zx—1(1)+ f1, zk—1(3)+



2. Einordnung in existierende Arbeiten

Ly Ly L3

- - -

e SA /\ Phe .
[ ( : ) ( : ) \
\ [
R \/ AR

(a) Beispielnetz mit Linien L, La, Ly und Umsteigemdg-
lichkeiten in den Stationen Si, S2

| /@‘\
PRSD

(b) Petrinetz

Abbildung 2.1.: Beispielnetz und zugehoriges Petrinetz

f3}. Die anderen beiden Abfahrtsereignisse spielen in diesem Fall keine Rolle.
Beziiglich einer Max-Plus Algebra heifit das k(1) = (x-1(1)® f1) D (xx-1(3)® f3).
Insgesamt ergibt sich so

fi e fs €

_ _ | e fs o€
T = Axk_l = c f2 c f4 Trk—1 (2.3)

13 f2 13 f4
fiir alle k € IN. Im Falle eines periodischen Fahrplans mit Takt 7 gehen die zy,
mit xop als Startvektor der Abfahrtszeiten, aus der Beziehung xp = zo + k - Te
hervor. Dabei ist e = (1,1,...,1)”. Im Max-Plus Modell suchen wir dementspre-

chend, bei gegebener Matrix A, geméB (2.3) einen Vektor zx und ein 7 € R mit
ZTr+1 = Txk = Azyk. Es ist dann z der Eigenvektor zum Eigenwert 7. In [Gov07]
wird dies allgemeiner beschrieben. GOVERDE erldutert, dass der Eigenwert 7 der
minimalen Taktzeit entspricht. Es existiert mindestens ein Kreis im Netz, der so-
genannte kritische Kreis, mit Zykluszeit 7. Im betrachteten Beispiel wurden de-
terministische Fahrzeiten verwendet. Mochte man stochastische Fahrzeiten verwen-
den, d.h. insbesondere Verspétungen zulassen, so fiihrt dies zur Bestimmung des
bereits oben erwdhnten Lyapunov-Exponenten. Alternativ kann eine Monte-Carlo
Simulation verwendet werden. Zu einem bestimmten Bahnverkehrsnetz werden da-
bei, durch Simulation der Fahrzeiten, verschiedene Max-Plus Modelle erzeugt (s.
[BDS08)).
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2.2. Anwendungsbereiche

2.2. Anwendungsbereiche

Die verschiedenen vorgestellten Modellierungen besitzen Eigenschaften, die sich in
Abhingigkeit vom jeweiligen Anwendungsbereich als vorteilhaft erweisen. Im We-
sentlichen geht es immer darum, die Fortpflanzung von Verspétungen zu untersu-
chen und eine Aussage iiber die Grolenordnung auftretender Verspiatungen treffen
zu konnen.

2.2.1. Analytische Verspatungshochrechnung

Der Ansatz von BUKER in [Biil0] deckt sich in groen Teilen mit dem Ansatz dieser
Arbeit. Ziel war es, Verspitungsfortpflanzung mittels geeigneter Operationen auf
Ebene von stetigen Verspatungsverteilungen zu modellieren. Die Anwendung sollte
jedoch, im Gegensatz zur Motivation dieser Arbeit, insbesondere in der Ermogli-
chung einer Echtzeitprognose von Ankunftsverspidtungen sein. Hierfiir wird auf die
Genauigkeit der Ergebnisse besonderen Wert gelegt. Ebenfalls in diesen Anwen-
dungsbereich fillt die Arbeit von BERGER ET AL. (s. [BGMHOL11]).

FUHR modelliert in ihrer Dissertation die Verspatungsfortpflanzung im Flugver-
kehr. Sie verweist auf Ahnlichkeiten zur Situation im Bahnverkehr. Das Ziel war ins-
besondere, neben einer ereignisgesteuerten stochastischen Simulation, mittels ana-
lytischer Methoden eine Piinktlichkeitsbewertung von Flugpldnen zu erméglichen.

2.2.2. Fahrplanoptimierung

Die vorliegende Arbeit ist vergleichbar zum Modellierungsansatz der zuvor erwahn-
ten Arbeiten. Beziiglich des Anwendungsbereichs ist er jedoch eher vergleichbar mit
den Arbeiten von SCHOEBEL und GOERIGK in [Sch07] bzw. [GS11]. Die Verspétungs-
fortpflanzung dient hier als Werkzeug fiir die Bewertung von Fahrplanen hinsichtlich
bestimmter Kriterien im Rahmen einer Optimierung von Fahrplidnen. Der Unter-
schied liegt neben der Verspiatungsmodellierung auch im Optimierungsverfahren.
Wihrend die vorliegende Arbeit ihre Anwendung im Rahmen einer Optimierung
mittels eines genetischen Algorithmus findet, nutzen SCHOEBEL und GOERIGK li-
neare Programme fiir die Optimierung. Eine weitere, umfangreiche Arbeit steuern
LIEBCHEN ET AL. in [LSS*07] bzw. [LSST10] zu diesem Bereich bei.

2.2.3. Stochastische Simulation

Im Rahmen dieser Arbeit wurde, speziell zum Zwecke der Evaluation des auf Vertei-
lungsebene operierenden Modells, eine ereignisgesteuerte stochastische Simulation
entwickelt. Die Bewertung von Fahrplidnen mittels Monte Carlo Simulation wurde
zuvor bereits in der Literatur erprobt.
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2. Einordnung in existierende Arbeiten

Ein erster Ansatz, auf den in der Literatur hdufig verwiesen wird, ist die Disser-
tation [No096] von NOORDEEN. Analog zur vorliegenden Arbeit, verwendet er eine
makroskopische Modellierung von Bahnnetzen. So wird nicht modelliert, welchen
Weg Ziige innerhalb von Stationen nutzen. Allerdings werden, im Gegensatz zur
vorliegenden Arbeit, auch Kapazitdtsbeschrankungen der Infrastruktur, beispiels-
weise die Anzahl der Gleise in Stationen, abgebildet. Statt Quellverspitungen als
stochastische Grofle zu betrachten, werden hier die Fahrzeiten von Ziigen gemif ih-
rer empirischen Verteilung erzeugt. Ziel war insbesondere die Méglichkeit zur Fort-
pflanzung von lokalen Verspidtungen bzw. Stérungen innerhalb eines realistischen,
grofleren Netzes. Die Ergebnisse der Arbeit von NOORDEEN finden ihre Anwendung
im Softwareprojekt FASTA?.

CAREY und CARVILLE stellen in [CCO00] ein makroskopisches Simulationsmodell
vor, mittels dessen sie Folgeverspitungen in grofieren Stationen untersuchen. Si-
muliert werden dafiir sogenannte exogene Verspitungen. Zu diesen Verspitungen
zithlen sowohl Quellverspiatungen, wie sie in dieser Arbeit verwendet werden, als
auch durch Folgeverspédtungen (aus vorangegangenen Stationen) in der untersuch-
ten (groferen) Station verursachte Verspitungen. Die Autoren betonen, dass sich
ihr Modell fiir viele Zwecke verwenden ldsst. So ldsst sich beispielsweise auch die
Giite von Heuristiken untersuchen, mit deren Hilfe versucht wird, die Stabilitéit
von Fahrplénen in einem frithen Planungsstadium zu untersuchen (s. [Car99]). In
[MBO01] beschreiben MIDDELKOOP und BOUWMAN die Simulationsumgebung ,,Simo-
ne“. Hiermit ist es mdglich, die Robustheit von Fahrplénen beziiglich aus Stérungen
resultierenden Folgeverspitungen zu simulieren und Verkehrsengpisse (engl. bott-
leneck) zu identifizieren. Die Stérke bzw. das Niveau der Stérungen wird vor Start
der Simulation festgelegt. Die Autoren betonen, dass die Simulation fiir realistische
Bahnnetze verwendet werden kann.

TAKEUCHI ET AL. modellieren in [TTH07] die Interaktion von Ziigen in einem
Netzwerk mittels eines PERT Graphen. Sie fithren ein neues Robustheitsmaf fiir
Fahrpléne ein, welches die Kundenzufriedenheit beriicksichtigt, und berechnen die-
ses simulativ. In [HMG " 06] wird ein Simulationsmodell fiir den Nahverkehr in Ko-
penhagen vorgestellt. In [SBI12] wird ein Robustheitsmaf fiir Fahrpline vorgestellt,
welches sowohl analytisch als auch simulativ berechnet werden kann.

!Swiss Federal Institute of Technology Lausanne EPFL
www.fasta.ch (18.04.2014)
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3. Modellierung
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3.1. Streckennetz

Das Streckennetz stellt eine grobe Modellierung der Infrastruktur des realen Bahn-
netzes dar.

Definition 3.1.1 (Streckennetz).
Das Streckennetz wird durch einen gerichteten Graphen G = (&,B) mit

(i)  der Menge & von Stationen S € & und

(i1) der Menge der Strecken B C & x &

reprisentiert. Strecken (S,S') € B wverlaufen zwischen unmittelbar benachbarten
Stationen S,S’ € &.

Die Information iiber die Nachfrage fiir Verbindungen mit Start in einer Station
S € & und Ziel in S’ € & ist durch eine Matrix gegeben.

Definition 3.1.2 (OD-Matrix).
Die Matriz

M = (M(S,5")s,sce (3.1)
heift OD-Matriz (engl. Origin, Destination), wenn der Eintrag M(S,S’) gerade

die Anzahl der Passagiere angibt, die wihrend einer Zeiteinheit vom Start in Station
S € & zur Zielstation S" € & fahren.

Definition 3.1.3 (Linien).

Es sei £ die Menge der Linien. Fine Linie L € £ ist ein Weg aus Strecken und
besitzt einen Takt (L) € IN. Wir sprechen im Folgenden auch davon, dass Strecken
B € B Element einer Linie L € £ sind und schreiben in dem Falle dann B € L.

13



3. Modellierung

Die Strecken einer Linie, sowie die darin implizit enthaltenen Stationen, bekommen
einen eigenen Namen.

Definition 3.1.4 (Linienstrecke).
Fine Linienstrecke ist ein Tupel (B,L) € B x £. Die Menge aller Linienstrecken
einer Linie L € £ ist gegeben durch

Br={(B,L)e 3x£L|BelL}.

Definition 3.1.5 (Linienstation).
Eine Linienstation ist ein Tupel (S, L) € & x £. Die Menge aller Linienstationen
einer Linie L € £ ist gegeben durch

S.={(S\L)e6x&|(AB=(S5)eB)V(EB=(S,S)eB): BeL}.

Definition 3.1.6 (Restriktionen).
Fir das Fahrgeschehen gibt es diverse Restriktionen. Dies sind

(i)  die Mindestfahrzeit
d(s,s’, L),

die Ziige der Linie L € £ auf der Strecke B = (S,S') € B mit (B,L) € ByL
bendtigen,

(i)  die Mindesthaltezeit
h(S, L)

aller Zige der Linie L € £ in Linienstation (S,L) € St,

(iii) die Mindestumsteigezeit
c(S,L, L"),

die ein Passagier in Station S € G beim Wechsel von Linie L € £ zu Linie
L' € £ benétigt sowie

(w) die Mindestzugfolgezeiten
headarr(S,L,L')  und  headaep(S, L, L")

fiir Ziige der Linie L € £ auf Zige der Linie L' € £ bei Ankunft bzw. Abfahrt
in Station S € G.
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3.2. Ereignis-Aktivitédtsnetzwerk

3.2. Ereignis-Aktivitatsnetzwerk

Das im Folgenden definierte Ereignis-Aktivitidtsnetzwerk (engl. activity-on-arc net-
work) bildet die Grundlage der Modellierung in dieser Arbeit. In diesem Netz-
werk werden Verspatungen fortgepflanzt. Die hier enthaltenen Informationen wer-
den spéter in der Definition des Anschlussgraphen komprimiert.

Definition 3.2.1 (Ereignis-Aktivititsnetzwerk).
Ein Ereignis-Aktivititsnetzwerk M = (€, 2A) besteht aus den folgenden Elementen:

(i) Die Menge der Ereignisse € = €*™" U €9°P mjt

e der Menge der Ankunftsereignisse €*"" = {arr(S,L) | (S,L) € & X
£,(S,L) € SL} sowie

o der Menge der Abfahrtsereignisse €%°? = {dep(S,L) | (S,L) € & x

£,(S,L) € St}

(ii)  Menge der Aktivititen 21 = AP U QIehange | gdrive yg(head ¢ @2 myt
e der Menge der Halteaktivititen
AP = Lstop(S, L) := (arr(S, L), dep(S, L)) |
(S,L) e 6x £,(S,L)e S},

die den Haltevorgang der Ziige einer Linie in einer Station beschreiben,

e der Menge der Umsteigeaktivititen
A9 — Lchange(S, L, L') := (arr(S, L), dep(S, L)) |

(S,L,L'YeSx&x& L#L,
(57 L) € SL, (S/,L) S S/L} s

welche die Mdglichkeit beschreiben, in einer Station von einer Linie in
eine andere umzusteigen,

e der Menge der Fahraktivititen

A = {drive(S, S, L) := (dep(S, L), arr(S’, L)) |
(5,8)eB, Leg, ((S8),L)eBL},

welche die Fahrt von Ziigen einer Linie auf einer Strecke beschreiben.
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3. Modellierung

e der Menge der Zugfolgeaktivititen

e = {headarr(S, L, L") := (arr(S, L), arr(S, L)) |
(S,L,L"Ye&x&x g L#L,
(S,L) € S, (5',L) e S'L}
U {headdep(S, L, L") := (dep(S, L), dep(S, L)) |
(S,L,LYeGx&x¢ L#L,
(S,L) € S., (8", L) e S'L},

welche die einzuhaltenden Zugfolgezeiten fiir Abfahrten und Ankiinfte
verschiedener Linien in einer Station beschreiben.

Definition 3.2.2 (Fahrplan).
Es sei M = (€, ) ein Ereignis-Aktivititsnetzwerk und Takt 7 € IN gegeben.

()

(ii)

(iii)

Ein (Takt-) Fahrplan ist ein Vektor m = (7r(e))eee mit 0 < w(e) < 7 fiir alle
e € €. 7w(e) ist die planmdfige Zeit fiir das Ereignis e € € in jedem Takt.

Es seien (I(a),u(a)) mit 0 < l(a) < u(a) < oo untere und obere Schranken
fir die Dauer der Aktivitit a € 2. Dann ist der Fohrplan m zuldssig, falls

[w(e2) — m(e1) — U(a)]- < u(a) —(a)

fiir alle Aktivititen a = (e1,e2) € A. Dabei ist [r]; := min{r + 27 | z €
Z,r + 2zt > 0} die periodische Reduzierung modulo 7 fiir r € R.

Fiir eine Aktivitit a = (e1,e2) € A bezeichnet
s(a) == [m(e2) — m(e1) — Ua)]+

den im Fahrplan © enthaltenen Zeitpuffer der Aktivitit a. Die Zulissigkeit
des Fahrplans bedeutet daher s(a) < u(a) —l(a).

Wir betrachten nun zu jedem periodischen Ereignis e € € die durch z € Z
nummerierten Instanzen eines jeden Taktes. Wir erweitern daher & zu € := € x Z.
Die fahrplanméflige absolute Zeit fiir die z-te Instanz des Ereignisses e € € ist

w(e,z) =z -1+ m(e) . (3.2)

Zu jeder periodischen Aktivitit a = (e1,e2) € A und zu jedem z € Z bzw.
(e1,21) € € gibt es ein 22 € Z mit ((e1,21), (e2,22)) € A mit A := ¢ (vgl.
Abbildung 3.1). Zulissig ist eine solche Aktivitit, wenn gilt
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3.2. Ereignis-Aktivitédtsnetzwerk

Zeit
B e e
m(e1,2) = :
27— - .............E ...........................................................
7T(€1,1) —
T o eerererr e T
m(e1,0)

S S’

Abbildung 3.1.: Individualisierte Aktivitidt a = ((e1,0), (e2,2))

bzw.
l(a) < (22 — z1)T7 + 7(e2) —m(er) < wufa) .

Im Folgenden betrachten wir immer zuldssige Aktivitéten a € A Zur Abkiirzung
schreiben wir auch a = (z,5) € A fiir i = (e, 2),j = (¢/,2') € € bzw.

a= (17]) = ((evz)? (e/?'z/)) = ((eve,)7z>zl) = (awZvZ,) .

Die individualisierten Aktivititen koénnen daher auch als Elemente aus 2 x Z?2
aufgefasst werden.

Bevor wir in Abschnitt 3.4 den Anschlussgraphen einfiihren, definieren wir noch
die erweiterte Version des Ereignis-Aktivititsnetzwerkes, welches beispielsweise in
Kapitel 9 fiir die Generierung der Reisendenstrome bendtigt wird. Das Ereignis-
Aktivitdtsnetzwerk 9 wird zundchst um sogenannte Metaknoten erweitert, welche
die Modellierung der Aktivitéten , Einsteigen“ und , Aussteigen“ ermoglichen. Die
Menge der Metaknoten, €g, entspricht im Streckennetz gerade der Menge aller
Stationen, &. Abbildung 3.2 zeigt einen Ausschnitt eines solchen Netzwerkes bei-
spielhaft. Dort sind alle, im Vergleich zum Netzwerk 91, hinzugekommenen Knoten
und Kanten mit griin gekennzeichnet. Bei den Kanten handelt es sich um Einsteige-
und Aussteigeaktivititen aus neu hinzugekommenen Mengen A" bzw. A°%t.

( ) in(S, L) @ drive(S,S’,L) (5. 1) out(S’, L) @

Abbildung 3.2.: Erweiterung des Ereignis-Aktivitdtsnetzwerkes mit Metaknoten
S, 8" sowie Ein- und Aussteigeaktivititen
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3. Modellierung

Abbildung 3.3.: Erweitertes Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk

Definition 3.2.3 (Metaknoten).

Ein Metaknoten ist Teil eines erweiterten Ereignis- Aktivititsnetzwerkes. Er wird
formal der Menge der Ereignisse zugeordnet. Fiir jede Station S € & des Stre-
ckennetzes existiert genau ein Metaknoten. Die Menge der Metaknoten ist definiert
als

€t = {meta(S) | S € &} .

Definition 3.2.4 (Ein- und Aussteigekanten).

Finsteige- bzw. Aussteigekanten stellen in einem erweiterten Ereignis-Aktivitits-
netzwerk die Verbindung zwischen den urspringlichen Ereignisses des Ereignis-
Aktivititsnetzwerkes und den Metaknoten her. Die Mengen der Ein- und Aus-
steigekanten werden definiert als

A" = {in(S, L) = (meta(S),dep(S, L)) | (S,L) € S}
bzw.

A = {out(S, L) = (arr(S, L), meta(S)) | (S,L) € Sr.} .

Definition 3.2.5 (Erweitertes Ereignis-Aktivititsnetzwerk).
Es sei M(E,A) ein Ereignis-Aktivititsnetzwerk. Das zugehirige erweiterte Ereig-
nis-Aktivitdtsnetzwerk 9" (€, 2A") besteht aus
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3.3. Verspédtungsarten

(i) der Knotenmenge ¢* = & U €™ sowie

(ii)  der Kantenmenge 2* = 2 U A™ U A"

3.3. Verspadtungsarten

Wir unterscheiden in dieser Arbeit im Wesentlichen zwei Arten von Verspitun-
gen im Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk. Externe Storungen heiflen Quellverspdtungen
und werden nur Aktivitidten zugeordnet. Demgegeniiber werden fortgepflanzte Ver-
spatungen direkt oder indirekt von Quellverspatungen verursacht. Diese sind mit
den Ereignissen des Netzwerkes verkniipft. Mittels welcher Operationen die fortge-
pflanzten Verspatungen aus den Quellverspdtungen hervorgehen, wird spéter auch
nochmal in Kapitel 6 erlautert. N

Die Zufallsvariable X (e, z), (e, z) € €, steht allgemein fiir die tatséchliche Ein-
trittszeit der z-ten Instanz des Ereignisses e. Die folgende Definition prézisiert dies
weiter.
Definition 3.3.1 (Tatsichliche Eintrittszeit).
Fir z € Z seq

(i) X(arr,S,L,z) die z-te Ankunftszeit eines Zuges der Linie L € £ in Lini-
enstation (S,L) € St

(ii) X(dep,S,L,z) die z-te Abfahrtszeit eines Zuges der Linie L € £ in Lini-
enstation (S,1) € S¢.S.

Bevor wir zur ersten Definition des Begriffs Verspdtung kommen, sei gesagt, dass
in dieser Arbeit keine Verfriihungen betrachtet werden. Fiir ¢ € & gilt also immer
X (i) > 7(4). Unabhéngig vom Fahrplan geniigt fiir die Ausfithrung einer Aktivitét
a = (e1,ea) € AMve Y AP die Mindestdauer I(a). Es kann bei einer individu-
ellen Aktivitdt & = (a, z1,22) € A allerdings zu Verzogerungen im Betriebsablauf
kommen, in Folge derer die tatsichliche Dauer R(a) iiber der Mindestdauer liegt.

Definition 3.3.2 (Quellverspitung). R
Sei a = (e1,e2) € AT UA*P ynd a = (a, 21, 22) € A. Die Quellverspitung

D(a) == R(a) — I(a) (3.3)

bezeichnet die Uberschreitung der Mindestdauer einer indwidualisierten Aktivitit a.
Dabei sind D(a) und R(a) Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum.

Es sei nun j = (e2,22) € ¢ das Ereignis am Ende der Aktivitit a = (4,7) =
(@, z1,22) € AYWe U AP, Die frithest mdgliche Eintrittszeit von j ist definiert als

Xo(j,a) == max {X (i) + l(a) + D(a),n(j)} . (3.4)
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Xo(jvdl) 1
) Xo(j.az)  Ei-4-+ X())

as Xo(j, &3)

-

Abbildung 3.4.: Die tatsiichliche Eintrittszeit X (j) des Ereignisses j € ¢ als Maxi-
mum der frithestméglichen Xo(j, &) bzgl. verschiedener Aktivititen
acA

Ist j das Ende mehrerer Aktivitdten (vgl. Abbildung 3.4), so gilt
X(j) :max{Xo(j,a) |3ieC:a=(,7) eﬁ} . (3.5)

Uberschaubar ist die Situation bei Ankunftsereignissen. Dort ist neben der Fahrak-
tivitédt eventuell die Zugfolgezeit zu beachten. Bei Halteaktivitdten muss zusétzlich
auch noch auf moglicherweise verspitete Anschliisse gewartet werden. Wie im Fal-
le der Anwendung sogenannter Anschlusssicherungsstrategien verfahren wird, zeigt
Abschnitt 6.4.

Definition 3.3.3 (Fortgepflanzte Verspitung). R
Die (fortgepflanzte) Verspdtung eines Ereignisses © € € wird definiert als Zu-
fallsvariable

Y(i):=X(#)—n() >0. (3.6)

Dies entspricht der Abweichung des tatsichlichen Ereigniszeitpunktes vom fahr-
planmdfigen.

In dieser Arbeit untersuchen wir fiir alle e € € die langfristige Verteilung (n —
~+00) der fortgepflanzten Verspitung Y (e, n), sofern diese iiberhaupt existiert. Aus-
sagen iiber die Existenz dieser Verteilungen werden in Kapitel 7 behandelt. Die
Quellverspatungen stellen dabei die Eingangsgrofien dar, die fortgepflanzten Ver-
spatungen sind die Ergebnisse.

3.4. Der Anschlussgraph

Der Anschlussgraph fasst Teile eines Ereignis-Aktivititsnetzwerkes so zusammen,
dass er die fiir die Verspatungsfortpflanzung auf Ebene der Verteilungsfunktionen
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wesentlichen Aktivitdten widerspiegelt. Abbildung 3.5 zeigt den zum (erweiterten)
Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk aus Abbildung 3.3 gehérenden Anschlussgraphen. Fiir
eine prézisere Beschreibung benétigen wir eine Klassifikation der Stationen. Es sei

® Ssiart C G die Menge aller Stationen, welche Startstation einer Linie L € £
sind,

® Spna C G die Menge aller Stationen, welche Endstation einer Linie L € £
sind,

® Schange C G die Menge aller Umsteigestationen.

Definition 3.4.1 (Anschlussgraph).
Der Anschlussgraph & = (0, €) zu gegebenem Ereignis-Aktivititsnetzwerkes 9 =
(Ex, Am) enthdlt als

(i) Knotenmenge U fiir jede Linie L € £ die Tupel
V = (dep(Ss, L), arr(Sit1, L), dep(Siz1, L), ..., dep(Sj—1, L), arr(S;, L)) € T

mit (Si,L) € St fir i < 1 < j. Dabei gilt stets S; € Sstart U Schange,
Sj € SEnd U Schange sowie S; € & \ (Ssmrt USEna U Schunge) firi<l<j.

(ii) Kantenmenge € Elemente e = (V,V') € € C U* mit

V= (dep(Sl, L),CLT‘T(S¢+17 L)7 dep(S’i+1a L)a e 7dep(S]'*17 L),CLTT(Sj, L))
V' = (dep(S;j, L"), arr(Sj41, L), dep(Sj+1, L), ..., dep(Sk—1, L"), arr(Sk, L")

fiir die eine (eindeutige) Aktivitit a = (arr(S;, L), dep(S;, L')) € g™ U
AP evistiert.

Ein Knoten des Anschlussgraphen fasst also im Wesentlichen alle Ereignisse zusam-
men, die zwischen einem Abfahrtsereignis und einem Ankunftsereignis in (jeweils)
Umsteigestationen liegen. Die Kanten des Anschlussgraphen sind anschaulich gera-
de die Umsteige- bzw. Halteaktivititen des Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk, welche das
letzte und erste Ereignis zweier Knoten des Anschlussgraphen miteinander verbin-
den.

Definition 3.4.2 (Vorgingerknoten, Nachfolgeknoten).

Es seien Vi, Vs € U Knoten des Anschlussgraphen & = (0, €). Va ist ein Nach-
folgeknoten von Vi, falls eine Kante e € € existiert mit e = (V1,V2). In diesem
Fall ist zugleich Vi Vorgdngerknoten von Va. Mit Prey (V) bezeichnen wir die
Menge aller Vorgingerknoten des Knotens V € 0. Entsprechend bezeichnen wir
mir Gucs (V) die Menge aller Nachfolgeknoten des Knotens V.
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(S1,0,,82,1,) € Br,

Vi @ Sa,1,
Va (S2,1,S53,1,) € Br,
® V2 | Sz, Ss,1
/ Si12:S21,) € B
Vi @ /0 Vo v (oon (S4,L5,52,L,) € BL, @
[ ] vi: (s (SQ,L27S57L2) € By, f
V3 4 1\ S2.L2 S5,Ly
(a) Anschlussgraph (b) Knoten

Abbildung 3.5.: Anschlussgraph zum (erweiterten) Ereignis- Aktivitétsnetzwerk aus
Abbildung 3.3

Definition 3.4.3 (Vereinigungsknoten).
Vereinigungsknoten des Anschlussgraphen & = (U, €) sind Knoten V € U fiir
die gilt

[Pre(V)| > 1.

Die Menge der Vereinigungsknoten des Anschlussgraphen & wird mit Js bezeichnet.

Definition 3.4.4 (Verzweigungsknoten).
Verzweigungsknoten des Anschlussgraphen & = (0, €) sind Knoten V € 0 fiir
die gilt

|[Guc(V)| > 1.

Die Menge der Verzweigungsknoten des Anschlussgraphen & wird mit Be bezeich-
net.
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Die Datenakquisition wurde durch die DB NETZ AG am Standort Leipzig un-
terstiitzt. Ziel war es urspriinglich, zu einem relevanten Streckennetz (z.B. aktu-
elles Fernverkehrsnetz) realistische Daten iiber Quellverspiatungen zu bekommen.
Genauer heifit das, dass wir fiir jede Linienstation und jede Linienstrecke aller Li-
nien eine Stichprobe der auftretenden Quellverspidtungen bendttigen. Dieses Ziel
konnte mit den zur Verfiigung gestellten Daten nicht erreicht werden. Es war uns
jedoch moglich, einen grundsétzlichen Eindruck vom Aufbau solcher Verspatungs-
datensétze sowie einen Einblick in Eigenarten moglicher Verspatungsverteilungen
zu erhalten. Dies bestétigte letztlich die spezielle Wahl der Verteilungsfamilie, die
wir fiir die Approximation bzw. Reprisentation der empirischen Verspatungsver-
teilungen verwenden.

In einem ersten Schritt musste die Frage beantwortet werden, welches reale Netz
sich fiir die statistische Untersuchung von Quellverspdtungen anbietet. Dafiir muss
klar sein, in welcher Form die Verspidtungen festgehalten werden. Die Quellver-
spatungen selbst werden nicht gemessen. Stattdessen werden die (absoluten) Ver-
spatungen nur indirekt, als Abweichung der sogenannten Ist-Zeit von der fahr-
planméfBigen Soll-Zeit, festgehalten. Ein Kriterium war daher, dass wir Linien bzw.
Linienabschnitte betrachten, die von moglichst wenig anderen Linien beeinflusst
werden konnen. Ein weiteres Kriterium war, mit welchen Werkzeugen und mit wel-
cher Genauigkeit die Verspitungen gemessen werden. Die Entscheidung fiel auf
einen Streckenabschnitt des sdchsischen Nahverkehrsnetzes (s. Abbildung 4.1). Da
mit der DB NETZ AG die Vertraulichkeit der Daten vereinbart wurde, kann der
Name des Streckenabschnittes hier nicht genannt werden. Eine Besonderheit war,
dass die Verspatungen nicht per Hand sondern automatisiert und mit relativ hoher
Genauigkeit (6 Sekunden) gemessen werden. Weitere Besonderheiten waren

o die Zweigleisigkeit des Streckenabschnittes,
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Abbildung 4.1.: Ausschnitt einer Streckenkarte fiir Thiiringen, Sachsen-Anhalt und
Sachsen'

e keine Wartezeiten auf Zubringer, d.h. keine ,echten“ Umsteigestationen, sowie

e die relativ geringe Verkehrsdichte.

Dies stiitzt die Zuléssigkeit der in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Klassifikation
der Datensétze. Durch die Besonderheiten des Streckenabschnittes wird die Wahr-
scheinlichkeit reduziert, dass die weitere Verspéatungsentwicklung eines Zuges von
der bereits erfahrenen Verspatung abhingt. Ist er moderat verspitet, wird er auf
dem Streckenabschnitt nicht in Konflikt mit einem anderen Zug (Zugfolgerestrik-
tionen) geraten. Er erfihrt auch keine von Zubringern iibertragene Verspétung.
Wichst seine Verspétung an, so wird dies in aller Regel tatsédchlich auf eine exter-
ne Storung des Betriebsablaufes (Quellverspédtung) zuriickzufithren sein. Weiteres
Datenmaterial, d.h. insbesondere zu anderen Streckennetzen, konnte nicht mehr
untersucht werden.

4.1. Die Struktur der Daten

Bevor die Ergebnisse vorgestellt werden, wird zunéchst die Struktur der von der
DB NETz AG an uns iibergebenen Daten diskutiert. Die Daten wurden seitens der
DB NETz AG in Form einer Tabelle in Textdateien (.txt-Dateien) gespeichert. Bis
auf einige fiir uns nicht relevante Informationen gibt Tabelle 4.1 die Struktur dieser
Dateien wieder. Im Folgenden wird die Bedeutung der einzelnen Spalten erklart.

BST steht fiir Betriebsstelle.

!Streckenkarte fiir Thiiringen, Sachsen und Sachsen-Anhalt
http://www.bahn.de/p/view/buchung/karten/streckennetz.shtml (05.02.2014)
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BST BTG ZG | ZN | SOLLAN | ISTAN | SOLLAB | ISTAB | NBSTNAME
- 28.02.10 14 - hh:mm:ss | hh:mm:ss | hh:mm:ss | hh:mm:ss -
- 01.03.10 | 40 - hh:mm:ss | hh:mm:ss | hh:mm:ss | hh:mm:ss -
- 05.03.10 11 - hh:mm:ss | hh:mm:ss | hh:mm:ss | hh:mm:ss -

Tabelle 4.1.: Die Struktur der Daten

BTG gibt den Betriebstag des Zuges an. Dies ist der Tag, an dem der Zug fahr-
planméfig die in der entsprechenden Zeile angegebene Betriebsstelle passieren
soll.

ZG steht fiir Zuggattung. Die verschiedenen Zuggattungen wie ICE (InterCity-
Express, 14), IC (InterCity, 11) oder RE (Regional-Express, 40) stehen hier
als natiirliche Zahl kodiert.

ZN steht fiir Zugnummer.

SOLLAN / SOLLAB reprisentieren die fahrplanmiBigen Ankunftszeiten und Ab-
fahrtszeiten.

ISTAN / ISTAB zeigen die tatsichlich gemessenen Zeitpunkte fiir Ankiinfte und
Abfahrten.

NBSTNAME steht fiir den Namen der néichsten Betriebsstelle.

Fiir die Analyse des vorhandenen Datenmaterials haben wir das Statistiksystem
R verwendet?. Das letztlich untersuchte Datenpaket umfasste einen Zeitraum von
zwei Monaten und enthielt gut 38000 Datensétze.

4.2. Extrahierung der benétigten Informationen

Nachdem wir uns einen groben Uberblick iiber die Daten verschafft haben, versu-
chen wir Stichproben der Quellverspatungsverteilungen zu extrahieren.
4.2.1. Mindestfahr- und Mindesthaltezeiten

Kenntnis der Mindestfahr- sowie Mindesthaltezeiten sind Voraussetzung fiir die Ex-
trahierung der Quellverspiatungen. Der Grund hierfiir wird im folgenden Abschnitt

2The R Project for Statistical Computing
http://www.r-project.org/
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néher erldutert. Entscheidend ist an dieser Stelle, wie wir diese Information erhal-
ten. Die Mindestfahrzeiten miissen nicht grundsétzlich mit der jeweils geringsten,
technisch moglichen Zeit iibereinstimmen. Selbst wenn dem so wére, hingen diese
Zeiten sowohl von der speziellen Strecke als auch vom eingesetzten Zug ab. Da-
hingegen lassen sich fiir Mindesthaltezeiten durchaus feste Regeln vorgeben. Uns
lagen jedoch keine verldsslichen Informationen hierzu vor. Daher wurden sowohl
Mindestfahr- als auch Mindesthaltezeiten aus dem Datenmaterial gewonnen. Da-
bei sind wir jeweils so vorgegangen, dass ein bestimmter, niedriger Prozentsatz der
kiirzesten tatséchlichen Halte- bzw. Fahrzeiten (Ist-Zeiten) einer festen Zuggattung
(z.B. RE) extrahiert wurde. Der Mittelwert wurde dann schliellich als Mindestfahr-
bzw. Mindesthaltezeit verwendet. Durch die Durchschnittsbildung einer kleineren
Auswahl von Datensétzen werden etwaige Ungenauigkeiten in den Daten beriick-
sichtigt. Die Stichproben der Quellverspatungen werden dann ebenfalls hinsichtlich
dieser Zuggattung ausgewihlt.

4.2.2. Quellverspdtungen

Die grundsétzliche Schwierigkeit der Extrahierung von Quellverspitungen aus Da-
ten zu fortgepflanzten Verspidtungen wird unter anderem in [WNO4] beschrieben.
Es ist im Allgemeinen schwierig, zwischen Quell- und Folgeverspédtungen zu unter-
scheiden, d.h. die genauen Ursachen der Verspdtung aufzuschliisseln. Wir nehmen
an, dass die Besonderheiten des gewiihlten Streckenabschnittes (s.0.) unser Vorge-
hen rechtfertigt. Wir erinnern uns an die Definition der Quellverspitung in (3.3).
Die Quellverspitung D(a) bezeichnet die Uberschreitung der Mindestdauer I(a)
einer individualisierten Aktivitit & = (a,z,2’) € 2. D(a) ist eine Zufallsvariable.
In den zugrunde liegenden Datensiitzen sehen wir Realisierungen d(a) dieser Zu-
fallsvariablen. Wir setzen voraus, dass wir die Mindestfahr- und Mindesthaltezeiten
sowie die zugehorigen Puffer kennen bzw. bereits aus den Daten extrahiert haben.
Des Weiteren betrachten wir fiir die weitere Veranschaulichung die individualisierte
Fahraktivitét

a = (dep(S, L, z1),arr(S', L, 22)) =: (i,5) € irive.

Die naive Herangehensweise wiire, fiir diese Aktivitdt die tatsdchliche Fahrzeit
zu berechnen, und anschlieSend die Differenz mit der Mindestfahrzeit zu bilden.
Das Problem ist, dass Ziige sich in der Realitdt in Abhéngigkeit von ihrer aktu-
ellen Verspatungen verhalten. So wird ein Zug bei piinktlicher Abfahrt eher die
fahrplanméflige Fahrzeit statt der Mindestfahrzeit nutzen. Mit der naiven Heran-
gehensweise beobachteten wir eine positive Quellverspatung, obwohl es eventuell
gar keine Storung im Betriebsablauf gab. Die Datensétze beinhalten also zensierte
Information. Wir versuchen das Problem dadurch zu 16sen, dass wir nur bestimmte
Datensitze fiir die Auswertung der Quellverspiatungen verwenden. Dies sind im Fal-
le der auf Strecken auftretenden Quellverspéatungen jene Datensétze, bei denen die
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Abfahrtsverspiatung mindestens so grof3 ist wie der zur Verfiigung stehende Puffer.
Wir unterscheiden dazu im Folgenden zwei Félle. Dabei ist y(¢) die in den Daten
enthaltende Realisierung der Zufallsvariablen Y (i) (vgl.(3.6)), die (fortgepflanzte)
Verspiatung der Abfahrt in Station S.

(i) TIst 0 < y(i) < s(a), so gibt eine Uberschreitung der Mindestfahrzeit keinen
Aufschluss dariiber, ob eine Stérung zur positiven Quellverspiatung gefiihrt
hat. Im Extremfall einer piinktlichen Abfahrt, wird ein Zug eher die fahr-
planméfige Fahrzeit statt der Mindestfahrzeit nutzen. Auf diese Weise ver-
ursachte Quellverspatungen sollen nicht betrachtet werden, da sie nicht Folge
einer Stérung im Betriebsablauf wéren.

(if) Ist stattdessen s(a) < y(i), so wird der Zug, wenn mdoglich, die Mindest-
fahrzeit nutzen. Nur so wiirde der vorhandene Puffer in vollem Umfang zum
Abbau der Verspatung genutzt. Ist die Quellverspatung hier positiv, hat der
Zug also mehr Zeit als die Mindestfahrzeit benotigt, so muss es wihrend der
Fahrt eine Stérung im Betriebsablauf gegeben haben.

Die Verteilung der Quellverspdatungen sollte davon kaum beeinflusst werden. Es
werden fiir die Quellverspatungen keine Wertebereiche ausgeschlossen. Es wird le-
diglich zwischen zuldssigen und unzulédssigen Datensétzen unterschieden.

4.2.3. Ergebnis der Datenanalyse

Das Ergebnis unser Datenanalyse ist in den Abbildungen 4.2 und 4.3 graphisch ver-
anschaulicht. Die oben genannten Besonderheiten des Streckenabschnittes resultie-
ren, mit Ausnahme einer Strecke, in erwartungsgemaf geringen Quellverspatungen.
Die Stichproben sind sicherlich nicht reprisentativ fiir andere Streckenabschnitte,
welche die Besonderheiten nicht teilen. Wir halten aber fest, dass die empirischen
Verteilungen alle eine recht einfache Struktur besitzen. In den Histogrammen fAllt
die Intensitét entweder monoton, oder sie steigt zun#chst monoton an, um an-
schlieBend monoton zu fallen. Es gibt fiir groflere Verspatungswerte keine weiteren
nennenswerten Anstiege der Intensitidt. Derartige empirische Verteilungen kénnen
mit dem in Kapitel 5 erlduterten Verfahren besonders gut approximiert werden.
Auch das im Rahmen der Komplexitétsreduzierung in Kapitel 6 erklirte Verfahren
eignet sich gut fiir die Approximation solcher Verteilungen.
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In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Approximation von Verteilun-
gen bzw. Verteilungsfunktionen durch Phasentypverteilungen. Wir bendtigen die
Moglichkeit, Verteilungen zu approximieren, an zwei Stellen in dieser Arbeit. Auf
der einen Seite wollen wir die gegebenen empirischen Verteilungen von Quellver-
spatungen approximieren. Auf der anderen Seite sind wir mit dem Problem konfron-
tiert, dass im Zuge der Anwendung der erwdhnten Operationen, die Komplexitét
der Darstellung der jeweiligen Ergebnisse stark ansteigt. Daher miissen wir durch
eine Approximation der Ergebnisse, die Komplexitit der Darstellung wieder redu-
zieren, ohne dabei wesentliche Information zu verlieren.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels stellen wir die benétigten Grundlagen iiber
Momente von Verteilungen und iiber die Familie der Phasentypverteilungen zu-
sammen. Im zweiten Abschnitt wird Literatur zum Bereich der Approximation von
Verteilungen mittels Phasentypverteilungen diskutiert. In Abschnitt drei werden
zwei Verfahren aus der Literatur detaillierter beschrieben. Das letztere dieser bei-
den Verfahren wird von uns im vierten Abschnitt schliefflich so modifiziert, dass
wir es fiir unsere Zwecke einsetzen koénnen.

5.1. Grundlagen

Die Momente von Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind in dieser Arbeit von wesent-
licher Bedeutung. Es wird ausgenutzt, dass die Momente, falls sie existieren, der
Charakterisierung einer Verteilung dienen. Warum dies so ist, wird im Folgenden
deutlich.
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Definition 5.1.1 (Laplace-Stieltjes-Transformierte).
[Baul3] X sei eine (1-dimensionale) stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
Fx. Dann heifit

o(s) = E [e*”‘] - /]Re*“ dFx(t), teR, (5.1)

die Laplace-Stieltjes- Transformierte (LST) von X bzw. Fx.

Satz 5.1.2 (Eindeutigkeit).

[Baul8] Existieren zu den stetigen Zufallsvariablen X und Y, mit Verteilungsfunk-
tionen Fx bzw. Fy, die Laplace-Stieltjes- Transformierten ®x und ®y in den In-
tervallen Ix bzw. Iy mit Ix NIy # 0, und gilt ®x(s) = Py (s) fir alle s € Ix NIy,
so gilt Fx(t) = Fy(t) in allen Punkten, in denen sowohl Fx als auch Fy stetig
sind.

Satz 5.1.3 (Momente).
[Baul8] Es sei X eine integrable stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
Fx. Des Weiteren existiere ihre Laplace-Stieltjes- Transformierte ®x im Intervall
Ix. Dann ist ®x in Ix analytisch mit Ableitungen beliebiger Ordnung der Form
dicpx(s) = (-1)’“-/#“ ce U dFx(t) .

dsk R

In [Baul3] wird daraus gefolgert, dass sich die LST einer integrablen stetigen
(reellwertigen) Zufallsvariablen X durch die folgende Potenzreihe darstellen lisst.

S (—S)k k
Ox(s) =) B [X ] (5.2)

Existieren also die k-ten Momente einer Verteilung fiir alle £ € IN, so ist sie durch
ihre Momente eindeutig charakterisiert. Abhéngig vom Anwendungsfall, geniigt es
héufig, Verteilungen nur mittels der ersten zwei oder drei Momente zu charakteri-
sieren. Dem ist auch in der vorliegenden Arbeit so.

Es folgt nun eine Charakterisierung von Phasentypverteilungen. In dieser Arbeit
konzentrieren wir uns insbesondere auf eine Teilfamilie der Phasentypverteilungen,
die Hyper-Erlangverteilungen.

Definition 5.1.4 (Phasentypverteilung).

[LR99] Es seiY = {Y; |t € R>o} ein endlicher Markouvprozess mit Zustandsmenge
S = {0,...,n}, einem Vektor (ao,) € [0,1]"! bestehend aus den Startwahr-
scheinlichkeiten der einzelnen Zustinde und Ubergangsmatriz

o= (1 1)

Dabei ist T eine n X n-Matriz und t entsprechend ein n-dimensionaler Spaltenvektor
und es gilt
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(Z) T¢¢<O,t¢ZO,T¢jZO fuTlSl#]Sn,
(i) Tl4t=0 und
(iii) o +al=1.

Die durch das Parametertupel (a,T) reprisentierte Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Zeit X bis zum Ubergang in den absorbierenden Zustand 0 wird Phasentypver-
teilung (PH-Verteilung) n-ter Ordnung genannt (Schreibweise: X ist PH(a,T)-
verteilt.).

Satz 5.1.5.
[LR99] Eine PH(«,T)-verteilte Zufallsvariable X besitzt die Verteilungsfunktion

F(z)=1-—ae™1 firz>0, (5.3)
und die Dichtefunktion
f(x) = ae™™t. (5.4)
Die Matriz-Ezponentialfunktion ist definiert als e = 370 LA

Korollar 5.1.6 (Momente einer Phasentypverteilung).
[BB05] Es sei X eine PH (o, T)-verteilte Zufallsvariable. Dann sind deren Momente
fir alle k € IN durch

E[X" = (-D* k! aT7"1 (5.5)

gegeben.

Die Familie der allgemeinen Phasentypverteilungen besitzt eine wichtige, auch fiir
diese Arbeit bedeutende Eigenschaft. Sie ist sowohl gegen die Faltungsoperation als
auch gegen die Multiplikation abgeschlossen. Dies ist dann von Bedeutung, wenn
wir ein Verfahren implementieren wollen, welches diese Operationen verwendet.
Die Ergebnisse sind dann stets wieder Element der Verteilungsfamilie und daher
darstellbar.

Satz 5.1.7 (Abgeschlossenheit gegen Faltung).

[Neu81] Sind F und G Verteilungsfunktionen stetiger PH-Verteilungen mit Para-
metern (o, T) bzw. (B, V) und Ordnung n bzw. m, so ist ihre Faltung F x G eine
PH-Verteilung mit Parameterdarstellung (v, L), gegeben durch v = [a, aof] und

(T 8
(5 )
Bemerkung 5.1.8 (Das Kronecker Produkt).

Sind A := (as;) und B := (b)) n X m- bzw. r X s-Matrizen, so ist deren Kronecker
Produkt A ® B definiert als die nr x ms-Matrix mit Eintrdigen

(A ® B)(iy,i2)(j1,j2) = @irg1 * i o -
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5. Approximation von Phasentypverteilungen

Die so definierte Matrix kann als Blockmatriz dargestellt werden:

allB . almB
(A® B) =

anlB e ant

Satz 5.1.9 (Abgeschlossenheit gegen Maximumsbildung).

[Neu81] Sind F und G Verteilungsfunktionen stetiger PH-Verteilungen mit Parame-
tern (a, T') bzw. (B,V) und Ordnung n bzw. m, o0 ist Fyae die Verteilungsfunktion
einer PH-(vy, L) verteilten Zufallsvariablen mit Ordnung nm + n + m. Fir die Pa-
rameter gilt v = (a ® B, Boa, ao3) bzw.

TRIm+ 1,0V Lov txIy
L= 0 T 0 ,
0 0 1%

wobetl I, die n-dimensionale Einheitsmatrix ist.

Im folgenden Beispiel werden einige wichtige Teilfamilien von azyklischen Pha-
sentypverteilungen aufgefithrt und durch das zugehorige Phasendiagramm veran-
schaulicht.
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Beispiel 5.1.10.

(a) Hypo- / Hyper-Exponentialverteilungen:

(b)

= °
— @

(a) Hyper-Exponentialverteilung

........ _,@_>

(b) Hypo-Exponentialverteilung
Abbildung 5.1.: Erweiterungen der Exponentialverteilung

Das einfachste Beispiel fiir eine Phasentypverteilung ist die Erponentialver-
teilung. Aus ihr lassen sich verschiedenste andere Phasentypverteilungen zu-
sammensetzen. Fin Beispiel hierfiir ist die Hyper-Exponentialverteilung. Dabei
handelt es sich um eine Konvexkombination von Exponentialverteilungen mit
unterschiedlichen \-Werten (s. Abbildung 5.1 (a)). Fir die Dichte- bzw. Ver-
teilungsfunktion einer Hyper-Exponentialverteilten Zufallsvariablen X gilt

M M
fx() = Z AmAme bzw. Fx(t)=1- Z ame Mt (5.6)
m=1 m=1

mit Z%zl am =1 und A, € R0 fir alle1 < m < M. Dahingegen sind Hypo-
Ezxponentialverteilungen Verteilungen der Summe stochastisch unabhdngiger
Zufallsvariablen mit moglicherweise unterschiedlichen A\-Werten. Im Phasen-
diagramm (s. Abbildung 5.1 (b)) wird dies durch eine Serie von Ezponenti-
alverteilungen erkennbar. Sind alle A\-Werte identisch, so handelt es sich um
eine Erlangverteilung.

Verallgemeinerte Erlangverteilung:

Die verallgemeinerte Erlangverteilung unterscheidet sich von einer Erlangver-
teilung dadurch, dass der zugehdrige stochastische Prozess nach dem ersten
Zustand mit Wahrscheinlichkeit o direkt in den absorbierenden Zustand tber-
geht und nur mit Gegenwahrscheinlichkeit 1 — o in den ndchsten nichtabsor-
bierenden Zustand wechselt.
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5. Approximation von Phasentypverteilungen

Abbildung 5.2.: Verallgemeinerte Erlangverteilung

(¢) Cozverteilungen:

11—«

Abbildung 5.3.: Coxverteilung

Die Struktur von Cozxverteilungen dhnelt im Phasendiagramm (s. Abbildung
5.8) der Struktur von Hypo-Ezponentialverteilungen. Der Unterschied liegt dar-
in, dass Uberginge in den ndichsten Zustand nicht deterministisch erfolgen.
Stattdessen kann der Prozess mit der jeweiligen Gegenwahrscheinlichkeit direkt
in den absorbierenden Zustand tibergehen. Sie spielen in der Literatur bei der
Approzimation von Verteilungen eine wesentliche Rolle. COX zeigt in [Coz55],
dass jede Verteilung mit rationaler LST durch eine Coxverteilung dargestellt
werden kann.

(d) Erlang-Coxverteilungen:

Abbildung 5.4.: Erlang-Coxverteilung

Erlang-Coxverteilungen sind eine Kombination aus einer Erlang- und einer
Cozxverteilung, wobei der Prozess auch direkt in den absorbierenden Zustand
iibergehen kann.

(e) Erlang-Exp- / Exp-Erlangverteilungen:

36



5.1. Grundlagen

(b) Exp-Erlangverteilung

Abbildung 5.5.: Kombinationen von Exponential- und Erlangverteilungen

Erlang-FExp bzw. Exp-Erlangverteilungen sind Kombinationen aus einer Ez-
ponential- und einer Erlangverteilung (s. Abbildung 5.5). Der Prozess ent-
scheidet hier probabilistisch, ob er nur die Zustinde der Exponentialverteilung

bzw. Erlangverteilung oder hintereinander die Zustinde beider Verteilungen
durchldauft.

(f) Hyper-Erlangverteilungen:

Abbildung 5.6.: Hyper-Erlangverteilung

Die Hyper-FErlangverteilung gehort ebenfalls zu den azyklischen Phasentypuver-
teilungen. Eine Beschreibung der Beziehung zwischen Hyper-Erlangverteilung-
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5. Approximation von Phasentypverteilungen

en, azyklischen und allgemeinen Phasentypverteilungen ist in [TBT06] in Ab-
schnitt 2 zu finden. Gemdf§ Abbildung 5.6 ist eine Hyper-Erlangverteilung eine
Konvexkombination von M unabhdngigen, mit Wahrscheinlichkeiten aq, ...,
aym gewichteten Erlangverteilungen. Dabei gilt 2%21 am = 1. Die Anzahl
der Phasen der m-ten Erlangverteilung ist gleich r.,, und es gilt ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit 1 < r1 < ... < rar. Des Weiteren ist A, der
Parameter der Exponentialverteilungen aus denen sich die m-te Erlangvertei-
lung zusammensetzt. Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte (einer Zu-
fallsvariablen X ) ist gegeben durch

=" amwxme**mt (5.7)

_ (Amt)" _x.t
Fx(t)fleamZ 1
m=1 1=0
Aulerdem gilt fir die Momente
rm 44— 1)
Z Oy o1 , keN, (5.8)

und die Anzahl aller Zustinde N = Zm 1Tm-

5.2. Literatur

Die Approximation von (empirischen) Verteilungsfunktionen durch Phasentypver-
teilungen wurde in der Literatur bereits intensiv behandelt. Die vielen unterschied-
lichen Verfahren lassen sich in drei Gruppen einteilen. Die meisten versuchen ent-
weder, mit einer bestimmten Teilfamilie der Phasentypverteilungen (mehrere) Mo-
mente der zu approximierenden Verteilung zu treffen, oder Sie versuchen die Form
bzw. den Verlauf der zugehorigen Verteilungsfunktion méglichst genau widerzuspie-
geln. Letztlich betrachtet man in diesen beiden Gruppen bei der Approximation
zwei verschiedene Arten des Abstandes zwischen Verteilungen bzw. Verteilungs-
funktionen und versucht beziiglich dieses Abstandbegriffes eine moglichst genaue
Approximation zu erreichen. Verfahren, welche eine Approximation beziiglich bei-
der Abstandsbegriffe versuchen, bilden die dritte Gruppe.

Bevor man sich fiir ein bestimmtes Verfahren oder zumindest eine der drei Grup-
pen von Verfahren entscheidet, muss man sich damit beschéftigen, in welchem
Rahmen die approximierten Verteilungsfunktionen angewendet und welche Fragen
mittels ihrer beantwortet werden sollen. Versucht man allein die Momente einer
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Verteilung anzunihern, so gibt einem dies keine Auskunft dariiber, wie genau man
den Verlauf der zugehorigen Verteilungsfunktion trifft. Andererseits fithrt eine gute
Anpassung des Verlaufs einer Verteilungsfunktion im Allgemeinen nicht gleichzeitig
zur Ubereinstimmung der Momente der Verteilung. Dies ist dann nicht erforderlich,
wenn man beispielsweise weniger an den Momenten sondern an den Quantilen ei-
ner Verteilung interessiert ist. Ideal scheinen also Verfahren, welche beziiglich beider
Abstandsbegriffe approximieren. Welche Nachteile diese Verfahren jedoch teilweise
haben, wird im Folgenden noch dargestellt.

Wir beschiftigen uns zunéchst mit der groen Gruppe von Verfahren zur Anpas-
sung der Momente von Phasentypverteilungen. Weit verbreitet sind in der Literatur
Verfahren, welche sich auf die ersten drei Momente konzentrieren. Es ist nahelie-
gend, dass man bei der Approximation nicht mehr Aufwand betreiben méchte als
notwendig. Wieviele Momente man zur Ubereinstimmung bringen muss, hingt vom
Umfeld ab, in dem die angepassten Phasentypverteilungen eingesetzt werden sol-
len. Dies sind in der Literatur in der Regel Warteschlangensysteme. Dabei stell-
te sich heraus (s. [Whi84, JT91a]), dass es bei Warteschlangensystemen oft nicht
ausreicht, nur die ersten beiden Momente zu beriicksichtigen, da auch das dritte
Moment ihr Verhalten stark beeinflussen kann. Das Verhalten misst man mit be-
stimmten Leistungsmerkmalen eines Warteschlangensystems wie zum Beispiel der
mittleren Warteschlangenlidnge. [JT91b] ist eine Fortsetzung der Arbeit in [JT91a].
Es wird allerdings auch festgestellt, dass bei Warteschlangensystemen die Anpas-
sung von drei Momenten der von zwei Momenten nicht in jedem Fall iiberlegen sein
muss. Statt sich nur auf die Anzahl anzupassender Momente zu konzentrieren, ist
es manchmal wichtiger, das Augenmerk auf das gewiihlte Approximationsverfah-
ren bzw. die benutzte Verteilungsfamilie zu legen. In [OHB03, OHB04] werden vier
Kriterien fiir die Giite von Verfahren zur Momentenanpassung aufgelistet.

1. Die Anzahl iibereinstimmender Momente: Obwohl die Anpassung fiir
nur drei Momente weit verbreitet ist, ist es im Allgemeinen durchaus wiin-
schenswert, mehr als drei Momente zu treffen.

2. Die Effizienz des Verfahrens: Die Effizient betrifft vor allem die Laufzeit.
Daneben ist es wiinschenswert, wenn es fiir die Bestimmung der Parameter
der Phasentypverteilung eine Losung in geschlossener Form gibt.

3. Die Anwendbarkeit des Verfahrens: Positiv zu bewerten sind auch Ver-
fahren, mit denen man eine moglichst grofie Klasse von Verteilungsfunktionen
approximieren kann.

4. Die Anzahl der Phasen, welche fiir die Darstellung der Phasentypvertei-
lung bendtigt werden, sollte moglichst gering sein.

Zu Beginn dieses Abschnitts wurde bereits gezeigt, warum es plausibel ist, sich bei
der Approximation von Verteilungen auf die Anpassung hinreichend vieler Momente
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5. Approximation von Phasentypverteilungen

der Verteilungen zu konzentrieren. Notwendige Voraussetzung ist natiirlich, dass
die Momente iiberhaupt existieren. Ein klassisches Beispiel fiir eine Verteilung, die
diese Voraussetzung nicht erfiillt, ist die Cauchyverteilung. In ihrem Fall existiert
gar kein Moment. Viele fiir die Praxis relevante Verteilungen werden jedoch durch
ihre Momente vollstindig bestimmt. Es stellt sich auch die Frage, wie man die
Approximationsfahigkeit einer Verteilungsfamilie beurteilt. In der Literatur zieht
man hierfiir in der Regel den quadrierten Variationskoeffizienten heran. Dieser ist
fiir eine gegebene Zufallsvariable X definiert als

2 - Var(X) E[X?]
YT EXP T EX]

Fiir Exponentialverteilungen gilt immer C? = 1. Ein Verfahren zur Momentenan-
passung, in denen fiir die Approximation diese Verteilungen verwendet werden,
macht nur fiir zu approximierende Verteilungen Sinn, fiir die ebenfalls C? = 1 gilt.
Zuletzt kann man sich fragen, wann die Anzahl der fiir die Darstellung der ap-
proximierten Verteilungen benotigten Phasen als gering erachtet werden kann. Bei
der Beantwortung dieser Frage fillt der Begriff der minimalen Phasenzahl. Hiermit
beschéftigen sich unter anderem BOBBIO ET AL. in [BHTO05]. In der vorliegenden
Arbeit wird die Fragestellung nicht detaillierter betrachtet.

Eine Vielzahl in der Literatur zu findender Verfahren hat gemein, dass sie bei
mindestens einem der Kriterien schlecht abschneidet. Die folgenden beiden Ver-
fahren haben den Makel, dass sie bei der Approximation nur die ersten beiden
Momente zur Ubereinstimmung bringen. In [SC75] nutzen SAUER und CHANDY fiir
die Anpassung der Momente in Abhingigkeit vom quadrierten Variationskoeffizi-
enten entweder eine Hyper-Exponentialverteilung (s. Abbildung 5.1 (a)) mit zwei
Zweigen im Falle C? > 1 oder eine verallgemeinerte Erlangverteilung (s. Abbil-
dung 5.2) im Falle C? < 1. Ebenfalls die verallgemeinerte Erlangverteilung nutzt
fiir diesen Fall MARIE in [Mar80]. Fiir den Fall C? > 1 nutzt MARIE eine Cox-
verteilung (s. Abbildung 5.3). Des Weiteren findet man in der Literatur Arbeiten,
die sich bei der Menge approximierbarer Verteilungen auf solche mit speziellen Ei-
genschaften zuriickziehen, zum Beispiel von ALTIOK in [Alt85] oder von WHITT in
[Whi82]. Letztere Arbeit, bzw. eine Fortsetzung dieser Arbeit, wird weiter unten
noch detaillierter betrachtet.

JOHNSON und TAAFFE kommen dem Ziel ziemlich nahe, in allen vier Kriterien
gut abzuschneiden. Thre Beitrdge sind auch fiir diese Arbeit von grofierer Bedeu-
tung. In [JT89] stellen Sie eine Losung in geschlossener Form fiir die Anpassung
dreier Momente vor. Dafiir nutzen sie Hyper-Erlangverteilungen, bei denen die Ord-
nungen der Komponenten identisch sind. OsoGAMI und HARCHOL-BALTER verwei-
sen in [OHBO04] darauf, dass das Verfahren lediglich beim vierten Kriterium nicht
optimal ist. Darauf aufbauend entwickeln JOHNSON und TAAFFE in [JT90b] Ver-
fahren fiir drei verschiedene Familien von Phasentypverteilungen. Dies sind, neben
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allgemeinen Phasentypverteilungen auf Rso, Coxverteilungen und aus zwei Zwei-
gen bestehende Hyper-Erlangverteilungen. Die Verfahren basieren auf nichtlinea-
rer Optimierung. In [JT90a] zeigen sie, welch unterschiedliche Gestalten die mit
diesen Verfahren erzeugten Dichtefunktionen haben kénnen. Des Weiteren wird
gezeigt, wie die vorgestellten Methoden genutzt werden kénnen, um bestimmte Ei-
genschaften bzw. Charakteristiken der Verteilung zu beeinflussen. Diese Ideen sind
grundsétzlich auch fiir diese Arbeit interessant. Allerdings nennen JOHNSON und
TAAFFE auch Schwichen, welche die nichtlineare Optimierung mit sich bringt. Da
diese u.a. sehr zeitintensiv sein kann, eignet sie sich eher fiir interaktive statt au-
tomatisierte Momentenanpassung. Letztere wird im Rahmen dieser Arbeit jedoch
bendtigt.

5.3. Beispiele

In diesem Abschnitt werden nun zwei Verfahren aus der Literatur, welche sich in
ihrer Herangehensweise deutlich unterscheiden, detaillierter vorgestellt. Das zwei-
te dieser Verfahren, d.h. insbesondere die grundlegende Modellierung, wurde von
uns leicht modifiziert und schlielich fiir die Approximation empirischer Quellver-
spatungsverteilungen verwendet. Beide Verfahren eint, dass sie eher die Gestalt ei-
ner gegebenen Verteilungsfunktion approximieren als beispielsweise deren Momen-
te.

5.3.1. Hyper-Expontialverteilung

FELDMANN und WHITT stellen in [FW98] ein Approximationsverfahren vor, welches
als grundlegende Verteilungsfamilie die Hyper-Exponentialverteilungen verwendet.
Der Aufwand fiir die Bestimmung der Parameter der approximativen Verteilungs-
funktion ist dabei, beispielsweise im Vergleich zu Momentenanpassungsverfahren,
relativ gering. In Algorithmus 5.3.1 wird dieses (rekursive) Verfahren aus [FW98]
vorgestellt. Einen entscheidenden Nachteil stellt der vergleichsweise kleine Bereich
von Verteilungen dar, deren Verteilungsfunktionen approximiert werden koénnen.
Es wird davon ausgegangen, dass die zu approximierende Verteilungsfunktion F' zu
einer Long-Tail Verteilung gehort und eine monotone Dichtefunktion f besitzt. Die-
se Eigenschaften sind fiir das Approximationsverfahren selbst nicht notwendig. Sie
beeinflussen aber die Giite der Approximation. Diese Anforderungen sind auch der
Grund, warum sich das Verfahren nicht fiir unsere Zwecke einsetzen liasst. Wegen
der Schlichtheit des Verfahrens, soll es an dieser Stelle trotzdem diskutiert werden.
Im Folgenden wird die theoretische Grundlage des Verfahrens erldautert.

Definition 5.3.1 (Long-Tail Verteilung).
Es sei F : R — [0,1] eine Verteilungsfunktion und F° : R — [0,1] die zugehdori-
ge komplementdre Verteilungsfunktion mit F°(t) := 1 — F(t) fir allet € R.
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Dann ist F eine Long-Tail Verteilung, wenn ihr Schweif (engl. tail) langsamer
als exponentiell fallt, d.h.

VAeRso: M- F(t) = o0

fir t — oo. Im Gegensatz dazu spricht man von einer Short-Tail Verteilung,
wenn ein A € Rxo existiert mit e - F€(t) — 0 fiir t — oo.

Wird im Folgenden auf den Schweif einer komplementiren Verteilungsfunktion F*©
Bezug genommen, so ist immer der Bildbereich von F¢ gemeint, in dem sich die
Long-Tail bzw. Short-Tail Eigenschaft der Verteilungsfunktion ' bemerkbar macht,
also F°(I) := {F°(t) | t € I} fiir ein Intervall I := (zo, c0) mit hinreichend grofiem
zo € R.

Definition 5.3.2 (Vollstéindige Monotonie).

[Fel71] Eine Funktion f auf dem Intervall (0,00) heifit vollstindig monoton,
wenn

(i)  die Ableitung ™ fir alle Ordnungen n € IN ezistiert und
(i)  (=1)"f™(t) >0 fiir alle n € N und t > 0.

Zusiitzlich wird definiert ™ (0) := lim,—o ™ (t). Dieser Grenzwert kann sowohl
endlich als auch unendlich sein.

Mit dem folgenden Theorem erldutern FELDMANN und WHITT die Fahigkeit der
Familie der Hyper-Exponentialverteilungen zur Approximation anderer Verteilun-
gen.

Satz 5.3.3.
[FW98] Jede vollstindig monotone Dichtefunktion f lisst sich als Komposition von
Dichten der FExponentialverteilung darstellen, d.h.

f(t) = /0 - e MdAG(N)

fiir alle t € R>o mit geeignet gewdhlter Verteilungsfunktion G.

Satz 5.3.3 impliziert die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 5.3.4.
[FW98] Ist F eine Verteilungsfunktion mit vollstindig monotoner Dichtefunktion
f, so existieren Verteilungsfunktionen H,, der Hyper-Ezponentialverteilung, d.h.

My,
H,(t) = Z (1 — e mt)  fir alle t >0,
m=1

mit An,, € Rso U {+00}, 2%21 Qn,, =1, sodass H, — F fir n — oo.
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Zur Verteilungsfunktion H einer Hyper-Exponentialverteilung gehort die Dichte-

funktion
M

h(t) := Z Qm - Ame ™" fiir alle ¢ > 0, (5.9)
m=1

mit an[:l Q= 1 und @, Am € Rso fiir alle 1 < m < M. Die Dichtefunktion h ist
also eine Konvexkombination von M Dichtefunktionen der Exponentialverteilung
und offensichtlich monoton. Es gelte in (5.9) 0.B.d.A. A1 < A2 < ... < Am. Dies
hat zur Folge, dass der Schweif von Komponenten der zugehérigen Funktion H® :=
1r., — H mit héherem Index m entsprechend schneller fallt. Dies ermdglicht ein
rekursives Vorgehen bei der Anpassung von H.

Input : Zu approximierende Verteilungsfunktion F' bzw. zugehorige
komplementire Verteilungsfunktion F° und c1,...,cam, b (wie
unten erldutert)

_ 1 Fc1) .
AL = o In (F%b-il))’

fu

2 (1 = Fc(cl) . e/\101;

3 Ff = F¢

afor2<m<M-—1do

5 Fr(z) =Fy_1(z) — am-1 ceTAm-1%
= 1 Ff(em) \.

¢ Am = (b—1)cm In (th(b'cm))’

7 Oy, = F’fn(cm) . e’\mcm;

8 Fif(x) = Fiy_1(2) — ap—1 - e 1%

M-—1
9 Qpn = 1-— Z’m:l Am s

_ 1 @ .
10 Ay = WIH(FXI(]?M))’

Algorithmus 5.3.1 : Feldmann-Whitt

Bevor man mittels des Algorithmus 5.3.1 die Parameter der Hyper-Exponential-
verteilung rekursiv bestimmen kann, muss die Anzahl M der Parametertupel fest-
gelegt werden. Dabei steht M zugleich fiir die Anzahl der Stellen 0 < cpr < cp—1 <
... < c1, mit ¢y € R fiir 1 <m < M, an denen die angepasste Hyper-Exponential-
verteilung mit F' iibereinstimmen soll. Dies geschieht so, dass die Raten ¢pm/cm41
hinreichend grof} sind. Zusétzlich wird ein b € R gewiihlt, sodass 1 < b < ¢m/Cm+1-
Auf diese Weise sind mit b - ¢, 1 < m < M, M weitere Stellen gegeben, an denen
eine Ubereinstimmung mit F erreicht werden soll. FELDMANN und WHITT geben
als Beispiel fiir die Wahl der Schnittpunkte c¢,, = 6110_(m_1) mit 2 < m < M
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an. Fiir die Raten heift das ¢m/cm+1 = 10. So kann beispielsweise b = 2 gew#hlt
werden.

In Algorithmus 5.3.1 wird mit der Bestimmung des Parametertupels (A1, 1)
begonnen. Dieses erhalten wir aus den Gleichungen are Mo = F*(c1) sowie ay
e~Mbel — Fe(p. ;). Hintergrund des weiteren Vorgehens ist die Tatsache, dass fiir
hinreichend grofies A2 die Summe 2%22 e~ ! fiir hinreichend grofies t gegeniiber
ai1e” ™ vernachlissigbar ist. Daher kann (A1, a1) unabhéngig von den anderen Pa-
rametern der Funktion Hjs gew#hlt werden. Diese erste Anpassung von H bzw. H®
an die Verteilungsfunktion F' bzw. die Funktion F° := 1g.,—F findet also anschau-
lich im Schweif von F° statt. Nach Subtraktion des Terms aje™'* sowohl von H°¢
also auch F°, wird die zweite Komponente an den verbliebenen Schweif von F¢ an-
gepasst bzw. das Parametertupel (A2, a2) bestimmt (s. Algorithmus 5.3.1). Dies ge-
schieht wieder mit der Argumentation, dass fiir hinreichend grofies A3 der Ausdruck
fo::’, e~ m? fiir ebenfalls hinreichend groBes ¢ gegeniiber aze ™2t vernachliissigbar
ist und somit unabhéngig von den noch nicht bestimmten Parametertupeln gewéhlt
werden kann. So wird weiter fortgefahren. Die Bestimmung der Parametertupel er-
folgt dabei, mit Ausnahme des letzten Tupels (s. Algorithmus 5.3.1), immer iiber
die Gleichungen a,e~ ™™ = FC (¢m) sowie ame 20 em = FC (b- ).

Gilt 0 < am < 1 fiir alle 1 < m < M, so ist das Resultat des Verfahrens
eine Verteilungsfunktion H aus der Familie der Hyper-Exponentialverteilungen mit
H(em) > Fem) fir alle 1 < m < M und H(b - ¢n) > F(b- cm) fiir alle
1 <m < M —1. Fiir m = M muss letztere Ungleichung nicht gelten, da b-cas nicht
mehr als Schnittpunkt in das Anpassungsverfahren einging. Ist F'¢ eine Long-Tail
Verteilung, so gibt es jedoch ein to € Rso, so dass H(t) < F°(t) fiir alle t > ¢o.
Der Punkt c¢; sollte daher so gewahlt werden, dass er auflerhalb des Bereichs liegt,
der fiir die Anpassung von Interesse ist.

Die oben bereits erwéhnte Forderung der Monotonie der Dichtefunktionen wird
von den im Anwendungsbereich dieser Arbeit vorkommenden Verteilungen (s. bei-
spielsweise Kapitel 4) im Allgemeinen nicht erfiillt. Es wére denkbar, dass sich das
Verfahren modifizieren ldsst, sodass es auf Teilintervallen von R> eingesetzt wer-
den kann, auf denen die jeweilige Dichte streng monoton ist. Dieser Ansatz wurde
im Rahmen der vorliegenden Arbeit jedoch nicht intensiver verfolgt. BUKER gelingt
es in seiner Dissertation [Biil0], fiir die von ihm verwendete Verteilungsfamilie ein
Approximationsverfahren zu entwickeln, mittels dessen eine gegebene Verteilungs-
funktion abschnittsweise, d.h. auf Teilintervallen der reellen Zahlen, approximiert
werden kann.

5.3.2. EM-Algorithmus fiir Hyper-Erlangverteilungen

Grundlage fiir das Vorgehen in der vorliegenden Arbeit ist ein Ergebnis von THUMM-
LER, BucHHOLZ und TELEK. In [TBTO06] wird ein EM-Algorithmus (s. [DLR77])
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vorgestellt, mit dem eine Hyper-Erlangverteilung so angepasst wird, dass sie hinrei-
chend gut der Verteilung von gegebenen empirischen Daten entspricht. Ausgangs-
punkt ist das folgende Theorem, welches besagt, dass jede Verteilungsfunktion einer
nicht-negativen reellen Zufallsvariablen in all ihren Stetigkeitsstellen beliebig genau
durch die Verteilungsfunktion einer Hyper-Erlangverteilung approximiert werden
kann.

Satz 5.3.5.

[JT88] Es sei Ex i, die Verteilungsfunktion einer k-stufigen Erlangverteilung, k € IN,
mit Parameter A € R und sei F' die Verteilungsfunktion einer positiven reellen
Zufallsvariablen. Weiter sei die Verteilungsfunktion Fx ar definiert durch

M
Fxm(t) = axn - Zb,\,k - Exk(t)

k=1

fir alle t € R>o mit ax,pm == F(%)il und by = F (%) — F(%) Dann gilt:
Ist die Verteilungsfunktion F' in t € Ry stetig, so folgt

lim lim F)\,]\J(t) = F(t) .

A—o00 M —oc0

Es folgen nun zwei Abschnitte {iber zwei unterschiedliche Approximationsverfah-

ren fiir Hyper-Erlangverteilungen, die beide im Rahmen dieser Arbeit ihre Anwen-
dung finden. Im ersten der beiden Abschnitte wird erldutert, inwiefern man zu ei-
ner gegebenen, d.h. zu approximierenden, Verteilung eine Hyper-Erlangverteilung
findet, deren erste drei Momente mit den Momenten der gegebenen Verteilung
iibereinstimmen. Diese Vorgehensweise ist, im Vergleich zum im zweiten Abschnitt
diskutierten EM-Algorithmus, deutlich simpler. Allerdings ldsst sich mit dem EM-
Algorithmus die Approximationsgiite besser steuern. Mehr dazu folgt in Abschnitt
6.6.

Momentenanpassung

Das Problem der Momentenanpassung (engl. moment matching) fiir Hyper-Erlang-
verteilungen wurde in der Literatur bereits intensiv untersucht. Einen wesentlichen
Teil dazu beigetragen haben JOHNSON und TAAFFE in [Joh93] sowie [JT90b, JT89].
Es wurden u.a. Bedingungen fiir die Losbarkeit des Problems aufgestellt. Diese
sollen hier erldutert werden.

Um die Problemstellung zu spezifizieren, sei eine Zufallsvariable X mit zugehori-
ger Verteilung Px gegeben. AuBerdem bezeichne py := E[X*], 1 < k < 3, das
k-te Moment von Px. Aufgabe der Momentenanpassung ist es, (mindestens) eine
Hyper-Erlangverteilung zu finden, deren erste drei Momente mit diesen py, iiberein-
stimmen. Dazu wird zunéchst eine Hyper-Erlangverteilung mit zwei Zweigen, d.h.
M = 2, mit Gewichten a1, a2 sowie Phasenanzahl r1 bzw. r2 betrachtet (s. (5.7)
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5. Approximation von Phasentypverteilungen

auf Seite 38). Es gelte ohne Beschrinkung der Allgemeinheit r1 < r2 und es sei
n* € N die kleinste natiirliche Zahl mit

2 2
n*>max{ A 71} : (5.10)
H2 — [y HIH3 — K

Diese Definition stammt von THUMMLER ET AL. in [TBTO06]. Sie ist dquivalent zur
Definition in [Joh93]. Dort wird n* iiber die standardisierten Momente

Lo VVar) o B(X - BX))
= TEX] T T Var(X)32

definiert. In Abhingigkeit dieser Momente ist n* € IN die kleinste natiirliche Zahl
mit n* > 1/¢* und
. —y+1/P+1/c+2
oL Tyl e 2e
7= (c—1/¢)

Dieser Zusammenhang wird unter anderem im Beweis zu Theorem 2 in [JT89]
deutlich. Hierauf aufbauend werden in [Joh93] beziiglich der Losbarkeit der Mo-
mentenanpassung vier Falle unterschieden, gegeben w1 > 0.

(i) r1,72 <n”: Es kann keine exakte Losung gefunden werden.
(ii) r1 < n* < r2: Es existiert (mindestens) eine Lésung.
(iii)) n* <71 = r2: Es existiert eine eindeutige Lésung.
(iv) n* <71 < r2: Es existieren (mindestens) zwei Losungen.

Fiir Fall (iii) hatten bereits JOHNSON und TAAFFE (s.0.) eine Losung in geschlos-
sener Form angegeben. Die Fille (ii) und (iv) sind nur numerisch 1ésbar. Hierfiir
zeigen THUMMLER ET AL., wie man eine Losung generieren kann. Sie geben ein Po-
lynom fiinften Grades an, dessen Nullstellen (numerisch) bestimmt werden miissen
(s. [TBTO6)).

Bisher wurde die Konvexkombination nur zweier Erlangverteilungen, also M = 2,
betrachtet. Sind im Fall M > 2 die Parameter der anderen Zweige bekannt, so
kann man das Problem der Momentenanpassung auf den Fall M = 2 reduzieren (s.
[TBTO06]). Man zieht von den urspriinglich zu treffenden Momenten den Anteil der
iibrigen Zweige ab. Dies fiithrt zur Definition der reduzierten Momente. Die beiden
anzupassenden Zweige seien mi und me mit 1 < m; < mg < M. Das j-te reduzierte
Moment ist dann definiert als

M (rm+7—-1! ] 1
[Lj = i — O~ 72| = 5.11
2% Mg mZ:1 m (rm — 1)1 M, 3 ( )
mi1#Em#EmM2
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mit 8 := am, + am, (vgl. (5.8)). Eine notwendige Bedingung dafiir, dass diese
reduzierten Momente zu einer Verteilung auf Q@ = R>o gehoren, ist min{f1, fic —
A3, i fiz — ﬂ%} > 0. Ist diese Bedingung erfiillt, konnen analog zum Fall M = 2 die
Parameter einer Mischung von zwei Erlangverteilungen so angepasst werden, dass
die Momente mit den reduzierten Momenten fix, 1 < k < 3, tibereinstimmen.

EM Algorithmus
Grundlage fiir diesen Abschnitt ist das folgende Modell.

M
fo(t) =D m - fmo, (t) firallet € Rxo (5.12)
m=1
Dabei ist
(] @:(al,...,a]u,91,...,9M),
e ai,az,...,anm € R>o mit fo:l o, = 1 sowie

® fm.o,, eine durch den Vektor 6, € R? (im Folgenden d = 1) parametrisierte
Dichtefunktion einer Erlangverteilung (mit Ordnung r.,).

Es wird also eine Mischdichte betrachtet, welche eine Konvexkombination aus M
Erlangdichten darstellt. Die Werte o, m = 1,..., M, kénnen als Wahrscheinlich-
keit interpretiert werden, dass Komponente m gewéhlt wird. Dieser Gedanke wird
weiter unten nochmals aufgegriffen. Des Weiteren sei D = {z1,...,2x} eine von
(5.12) ,jerzeugte” Datenmenge (Stichprobe). Damit ist gemeint, dass die Elemente
dieser Menge Realisierungen von i.i.d. verteilten Zufallsvariablen X5 : Q@ — R>o,
1 < k < K, mit Dichte (5.12) sind. Der entsprechende log-Likelihood Term lautet
dann

log L(©; D) = log H fo(zk) = Zlog <Z Am * fm, 0., (mk)> . (5.13)
k=1 k=1 m=1

Dieser Ausdruck und dessen Maximierung kann vereinfacht werden, wenn man die
Datenmenge D als unvollstindig ansieht und die Existenz nicht beobachteter Infor-
mationen bzw. Daten yx € {1,..., M}, 1 <k < K, annimmt. Dabei steht y, = m
fiir die Information, dass die Realisierung z; von der Komponente f,, aus (5.12)
erzeugt wurde. Sind die Werte der y; bekannt, vereinfacht sich Gleichung (5.13) zu

K
log L(©; D,y) = > _log(ay, - fuy.0,, (xr)) (5.14)
k=1

mit y = (y1,...,yx). Statt also die Mischdichte zu betrachten, kann mit der Infor-
mation der yi der Zweig (vergl. Abbildung 5.6) fiir den log-Likelihood Ausdruck

47



5. Approximation von Phasentypverteilungen

verwendet werden, mit dessen Dichte fy,wgyk die Realisierung xj erzeugt wurde. Da
diese yi aber gerade nicht bekannt sind, werden sie als Realisierungen von Zufalls-
variablen Yz, 1 < k < K, betrachtet und ihre Zihldichte P (Y% = yi) berechnet.
Dafiir werden zunichst die Parameter der Dichte aus (5.12) geschitzt. Es wird also
angenommen, dass 6= (G1,...,0uM, él, .. ,éM) die passenden Parameter sind. Mit
diesem © konnen fiir alle k& und alle i die Komponenten fy, 6., (x%) aus (5.12) be-
rechnet werden. Mit dem Satz von BAYES kann schliefflich die erwdhnte Z#hldichte
der nicht beobachteten Daten berechnet werden:

SN folzk | Yi =m) - Pg(Yi = m)
_ fykvéyk (k) - Gy,
Z715:1 m,0m (wk) . d'm

Hier sei daran erinnert, dass &y, = Pg(Y = yi) gilt, da &, gerade die Wahr-
scheinlichkeit ist, dass die yi-te Komponente der Mischdichte gew#hlt wird.

Po(Yi =y | Xp =a1) =
(5.16)

Bemerkung 5.3.6 (Uberblick iiber das Modell).
Das Modell sieht also wie folgt aus. Es werden i.i.d-verteilte Zufallsvariablen Zj :=
(X&,Yx), 1 < k < K betrachtet. Dabei gilt

e P(Yo=m)=ay firadlel <k<Kund1 <m<M,
o Px, |v,—m besitzt die Dichte Fm,0mm s

o P(Xy <z,Yi =m) = am- [ fmo,(t) dt (gemeinsame Verteilung) und

o P(Xy <z)= [ fo(t) dt = [ Ei\rle Qm fm,0.m (1) dt (Randverteilung).

Die Zy besitzen obige gemeinsame Verteilung und die nach dieser Verteilung gezo-
gene Stichprobe mit Daten zi := (xk, yx) vollstindige Information. Beobachtbar ist
allerdings nur (X1,...,Xk) = (z1,...,Zk).

Es sei Po(Y =y | D) :=Pe(Y =y | (X1,...,Xk) = (21,...,2k)). Insgesamt
gilt fiir den Vektor y € {1,..., M}¥ der unbeobachteten Daten bzw. untereinander

unabhéngigen Realisierungen der Zufallsvariablen Y = (Y1,...,Yx)
K
Pé(Y:Z/\D):HP@(Yk=yk | Xp = ) . (5.17)
k=1

Dabei wurde zum einen ausgenutzt, dass die Zy = (X, Yi) i.i.d.-verteilt sind und
damit fiir alle 1 < k < K die Zufallsvariable Y3 unabhéngig von X;, | # k, ist.
AuBlerdem sind die Y bedingt unabhiingig gegeben X1, ..., Xk.
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Es folgt an dieser Stelle der erste Schritt des EM Algorithmus, die Berechnung des
Erwartungswertes des log-Likelihood Ausdrucks mit vollstindigem Datensatz (vgl.
(5.14)) beziiglich der Zufallsvariablen Y, gegebenem Datensatz D und aktuellem
Vektor der Schétzungen fiir die Parameter 6:

Q(0,0) : = Eg [log L(6;D,Y) | D]
= Y logL(©:;D,y) Ps(Y =y|D)
ye{l,..,M}K
Mit Verwendung von (5.14) und (5.17) erhélt man

K

Qe,0)= > Zlog ay, - fypoy, (@) [ [Po(Yi=wi | Xi =) . (5.18)

ye{l,.. ]\{}Kk: 1 =1

THUMMLER ET AL. beschreiben im Anhang von [TBT06] wie man (5.18) durch
Umordnung der Summen und Produkte vereinfachen kann. Dafiir wird in (5.18)
die Indikatorfunktion d, , eingefiithrt. Es gilt d,,4 = 1, wenn ¢ = y, und 04 = 0
sonst.

Qe,0)= > ZZéywlog (Qtm fm.om (1)) - Hpém =i | Xi = z))

ye{l,....M}K k=1m=1

K M
=3 loglam  frmom (@) D Sym HP g | Xs = a0)
k=1m=1 yef{l,...,M}K

Im néchsten Schritt wird nur noch die Summe iiber die y € {1,..., M}* betrachtet
und vereinfacht.

D Gyem HP Yi =i | Xi = x:)
ye{l,...,.M}K
—ZZ ZéykaP Yi=yi | Xi = 2:)

y1=1y2=1 YK =1

—Zéykm (Ye = yi | X = zx) -

yrp=1

Sy Y o2 T Petimw =m0

y1=1 Ye—1=1yp41=1 yr=1i=1,i#k
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Z Z Z Z H Po(Yi=yi | Xi =)

y1=1 Yp—1=1ygp41=1 yr=1i=1,i#k

K M
:P@(Yk:m|Xk:xk) H ZP(;)(Yi:yi|Xi:~Ti)

i=1,i#k y;=1

K
:Pé(Yk:m|Xk:mk) H 1
i=1,i#k

=Ps(Ye =m | Xi = ax) .

So erhélt man fiir Q(O, é)) schlieBllich folgende Darstellung.

Q(@,é) = Z Z log(am = fm,0, (xk))Pe(Ye = m | X = )

k=1m=1

log(am) - Pe (Yo =m | Xp = ) (5.20)

log(fm,6m (k) - Pe(Ye = m | X = x)

Um im néchsten Schritt des EM Algorithmus den zuvor berechneten Erwartungs-
wert zu maximieren, kénnen die beiden Terme aus (5.20) getrennt voneinander
maximiert werden. Um ein o, zu finden, welches den ersten Term aus (5.20) ma-
ximiert, kann die Methode der Lagrange-Multiplikatoren (vgl. [KM97]) verwendet
werden und man erhélt

K
1
am:EZPé(Yk:m|Xk:l’k).

k=1

Fiir die Bestimmung des 6,,,, welches den zweiten Term maximiert, benotigt man
Informationen iiber die Komponenten f, g,, der Mischdichte aus (5.12). In [TBT06]
entsprechen diese Komponenten Erlangdichten mit r,, Phasen, es gilt also

_ ()\mxk)rnl_l —AmTg
f’m,)\m (xk) - (T'm — 1)' me€

(5.21)
und © = (o, ...,anm, A1, ..., An). Mit diesem Wissen kann die partielle Ableitung
nach A, des zweiten Term aus (5.20) berechnet und anschlieBend Null gesetzt
werden:

!

K

0 !
ZP@(Yk =m| Xy = xk)aT log(fmam (k) = 0
k=1 m
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(eX0]

Abbildung 5.7.: Modifizierte Hyper-Erlangverteilung mit positivem Gewicht auf der
Null

So erhélt man .
Tm Zk:l Pé(Yk =m ‘ Xk = xk)

i'{:lPé(Yk =m| Xy =xk) - z) ’

Am =

Im Folgenden wird dann © := © gesetzt und das Verfahren mit den neuen Schétzun-
gen fiir die Parameter wiederholt.

5.4. Hyper-Erlangverteilung mit Gewichtung der Null

Fiir die Anwendung in der vorliegenden Arbeit wird ein Modell benétigt, welches
dem Auftreten von Daten z; = 0 in der Stichprobe D eine positive Wahrscheinlich-
keit zuweisen kann. Dafiir wird die obige Annahme, dass die Daten Realisierungen
von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen einer Konvexkombination von
Erlangverteilungen sind, aufgeweicht. Es handelt sich jedoch immer noch um eine
Phasentypverteilung (s. Abbildung 5.7).

Im Folgenden ist x > 0. Fiir den Fall z > 0 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte

fo(@) =" e fmo, (@) (5.22)

mit Z%zl o, = 1 gem#B dem vorherigen Modell definiert. Das neue Modell besitzt
jetzt den Parametervektor © = (o, a1, ..., an, A1, ..., An). Dabei gilt fiir 1 < k <
Kbzw. 1 <m< M

ap :=P(X; =0) und Qm = (1 — ap)al, -
Des Weiteren gilt ag + Zi‘f:l am = 1 sowie
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+P(XkS$|Xk>0)~P(Xk>O)
:1~040+P(XkSI‘X}C>0)-(1—050)

— a0t (1- ozo)/ fo(t)dt
0
Fiir die im folgenden log-Likelihood Ausdruck verwendete Funktion A : D — R>¢
gilt

he (%) g, falls zx = 0,
€T =
Ok SM i forn (zx), falls 2 > 0.

Wir erhalten

logL(©; D)
K
= log H ho(zk)
k=1
K M (5.24)
=> <1{0} (k) - 10g(a0) + 1(0,00) (1) - log <Z A fr (m)))
k=1 m=1
K K M
Zl{o} zr) - log(ao +Zl(0 o) (zr) - log (Z Qm * fraom (.%‘k)> .
k=1 k=1 m=1

Es wird jetzt davon ausgegangen, dass die Datenmenge D tatséchlich Elemente
xr = 0 enthélt und 0.B.d.A. wie folgt geordnet ist: Fiir 1 < k < ko < K sei z > 0,
fiir ko < k < K sei xr = 0. Mit Ag := K — ko wird so aus (5.24)

log L(©; D) Zlog <Z Qm - frm,am mk)> + Ao - log(aw) - (5.25)

Die z;, = 0 konnen aus keiner der M Erlangdichten generiert worden sein. Also
existieren fiir diese Werte keine unbeobachtbaren Daten. Fiir 1 < k < ko bzw. die
x> 0 existieren allerdings wieder nicht beobachtbare Daten yj. Es gilt yp, = m,
ye € {1,2,..., M}, genau dann, wenn xr € D von Komponente f, der Kombi-
nation von Erlangdichten erzeugt wurde. Mit Kenntnis der genauen Werte der yy
vereinfachte sich (5.25) zu

ko

log L(©; D,y) = Z log(ay,, + fyi.ap, (zk)) + Ao - log(ao)
k=1

52



5.4. Hyper-Erlangverteilung mit Gewichtung der Null

mit y € {1,2,..., M}*. Fiir die im vorherigen Abschnitt erklirte Zihldichte der
nicht beobachtbaren Daten und zx > 0 gilt jetzt
fo(r | Yo =yk) - Po(Ye = yr)
e fo(@n | Yo =m) - Pg (Y = m)
_ fyk,éyk (zk) - Gy,
Z%:l m,ém (xk) : dm .

Wegen der bedingten Unabhéngigkeit der Yy gegeben X gilt wieder Pg(Y =y |
D) = Hzozl P(;)(Yk = Yk ‘ X = :E’k) Auflerdem gilt

Po(Ye =yi | X =z1) =

Q(©,0) = Eg [log L(©;D,Y) | D]
= Y logL(®;D,y)-Ps(Y =y| D)
ye{l,...,M}ko

=Aolog(an) Y. Pg(Y =y|D)

ye{l,..., M}ko

ko
+ Z Zlog y fyr v (k) HP (Y = yn | Xx = zk)
ye{l,...,M}ko k=1 k=1
= Aplog(aw)
ko ko
+ > > log(ay, fupag (@) [[ Pe (Ve = wr | Xe =ax) .
ye(l, .., Myko k=1 k=1
Die Summe iiber die Vektoren y € {1,..., M}* in der letzten Zeile kann wie zuvor
in [TBTO06] vereinfacht werden. So erhélt man
ko
Q(,0) =Aglog(ao) + Y Z log(am)Pg (Vi = m | Xj, = xx)
k=1m=1 (527)
—I—ZZlog (fm(@r | An))Pe(Ye =m | X = x3)

=1m=1

In (5.27) konnen so die Terme mit den a,, bzw. A, unabhéngig voneinander maxi-
miert werden. Fiir die Bestimmung der a,,, wird auf einen LAGRANGE-Multiplikator
zuriickgegriffen. Die LAGRANGEsche Hilfsfunktion lautet L(a, A) := f(a) + Ag(a)
mit o = (o, a1,...,am), A € R,

ko

M
f(a) = Ao log(ao) +ZZlog (m)Pgs (Yo =m | Xp = xx)

m=1 k=1
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und g(a) :=1— Z%:o am = 0. Bilden der partiellen Ableitungen und Auflésen
nach a,, ergibt
A &0
ag = 70 sowie au, = X -;Pé(Yk =m | Xp =xx)

fi'lrISmSM.Auslzao—ﬁ—Z%:lam:%folgt)\:Ao—i—ko:szw.

A 1 Z’“"
0
Ot():? und am:inlPé(Yk:m\Xk:xk)

fir 1 < m < M. Dabei entspricht also ap gerade der relativen Haufigkeit von
Elementen x, = 0. Bei der Bestimmung der A,, aus dem entsprechenden Term in
(5.27) ergibt sich wie in [TBT06]

_ ol Po(Ye =m | Xi = m)
Zﬁozl Pé(Yk =m | Xk = J,‘k) - Tk

m
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In diesem Kapitel stellen wir mit den Theta-Exponentialpolynomen die Klasse von
Funktionen vor, welche wir fiir die Représentation von Verteilungsfunktionen ver-
wenden, und zeigen, wie die Verteilungsfunktionen der Quellverspiatungen, bzw. all-
gemein der Hyper-Erlangverteilungen, als Theta-Exponentialpolynom dargestellt
werden. Wir erldutern, welche Operationen wir benétigen, wenn wir Verspétun-
gen auf Ebene der Verteilungsfunktionen fortpflanzen wollen. Mit Ausnahme ei-
ner Operation, sind Theta-Exponentialpolynome gegen diese Operationen abge-
schlossen. Die Parameteranzahl der aus den Operationen resultierenden Theta-
Exponentialpolynome steigt in der Regel sehr stark an. Daher ben6tigen wir ein Ver-
fahren, welches die Komplexitéit der Darstellung reduziert. Dies wird in Abschnitt
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6.6 diskutiert. Hierfiir wird ein approximatives Verfahren verwendet. Im Anschluss
erliutern wir kurz, wie sich die im Zuge solcher Approximationen entstandenen
Fehler bei Anwendung weiterer Operationen fortpflanzen kénnen. In Abschnitt 6.8
gehen wir auf die topologische Sortierung der Ereignisse des Ereignis-Aktivitéts-
netzwerkes ein, welche die Reihenfolge fiir die Bestimmung der Verspétungsvertei-
lungen vorgibt. In kreisfreien Netzen lasst sich immer eine solche Sortierung finden.
Abschlieflend gehen wir noch auf Situationen ein, in denen die stochastische Un-
abhingigkeit der miteinander zu verrechnenden Zufallsvariablen verletzt sein kann.
Diese ist die zentrale Bedingung fiir Verspéatungsfortpflanzung auf Ebene der Ver-
teilungsfunktionen.

6.1. Theta-Exponentialpolynome

Theta-Exponentialpolynome (s. [TG97, Fle90]) stellen eine Verallgemeinerung der
azyklischen Phasentypverteilungen dar. Sie wurden bereits von FUHR in [Fuh07]
fiir die Repréasentation und Verkniipfung von Verteilungsfunktionen verwendet. We-
sentlicher Grund hierfiir ist ihre Abgeschlossenheit gegeniiber Multiplikation, Diffe-
rentiation, Integration und Faltung. Warum wir auf diese Operationen angewiesen
sind, wird in Abschnitt 6.3 erlidutert. Die folgenden Ergebnisse stammen aus [TG97]
von TROGEMANN und GENTE.

Definition 6.1.1 (Theta-Exponentialpolynom).
FEine Funktion H : R — Rxo der Art H(t) := Y7 1jg;,00)(t)Hi(t) mit

Hi(t) := a;(t — 0;)F1e =0 (6.1)
und a; € R, \; € RY, k; € No heift Theta- Exponentialpolynom. Dabei heifit
(i) 0; der deterministische Anteil,

(i) a; der Koeffizient,
(iii) X; die Rate und
(w) ki die Stufenkennzahl.

Fir die Darstellung in einem Phasendiagramm werden Parameter

L ag kl'
definiert. Diese kénnen im Fall ¢; € [0,1] und > 7 | ¢; = 1 als Verzweigungswahr-
scheinlichkeiten interpretiert werden. In [TG97] treten sie bei der Bestimmung der
Momente einer Dichte H(t) aus der Klasse der Exponentialpolynome auf.
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Satz 6.1.2.
[TG97] Es sei X Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx (t) = fioo H(s) ds fiir
allet € R und H aus Definition 6.1.1. Dann gilt fir alle k € IN

n

. A
k a;i - k! NI =y (ki +m)
BIX* =3 SR > () s

i=1 N = \J

Ebenfalls in [TG97] zeigen TROGEMANN und GENTE die Abgeschlossenheit der
Klasse der Theta-Exponentialpolynome unter

o Integration,
e Differentiation,
e Faltung und

o Multiplikation.

Im Folgenden werden die entsprechenden Resultate jeweils ohne Beweis angegeben.

Satz 6.1.3.
[TGI7] Die Klasse der Theta-Ezxponentialpolynome ist beziiglich der Integration ab-
geschlossen. Das bestimmte Integral von H(t) =Y " | Ljg, 00)(t)Hi(t) mit

H;(t) = a;(t — Hi)kie_)‘i(t_gi)
und X; > 0 ist gegeben durch fot H(t)dt =", H;(t) und
N Fio k! kol
H'L(t) _ Z iR (t _ ei)lef)\i(tfﬂ,;) +a; Qs

ki+1-1 ki +1 "
L AT Abi

Satz 6.1.4.
[TG97] Die Multiplikation zweier Theta-Exponentialpolynome h und H ist wieder
ein BElement der Klasse der Theta-Ezponentialpolynome und gegeben durch:

h(tH(t) = (i L(,,00) (t)ai(t — Gi)kieki“ei))

: (Z 1(o;,00) (1) Aj (t — ej)Kje_Aj(t_@j>>
Jj=1

= Z Z 1[91,].’00) (t)H»L i(t)

i=1 j=1
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Dabei ist 0;; := max{60;,0;} sowie
i,

Hij(1),

h'LJ (t)a

t) falls 6; > @j
falls 0; < ©;
falls (91 = @j

Hij(t) =

=

J

m>
<
—~
o~
=

Il

(fﬂ) Ajai(0; — ©,)Fi7lem A 0i=05) (g _ g, )kitl o= it A (=00)

1=0
ko

Hi(t) = ( li) aiAj(8; — 0;)" e MO (1 @)t e (A€
1=0

hi;(t) = Ajai(tf9¢)Kj+ki67<A-7+)"7)<t70i) .

Fiir die Faltungsverkniipfung gibt es das folgende Resultat.
Satz 6.1.5.

[TG97] Die Faltung zweier Theta-Exponentialpolynome h und H ist wieder ein Ele-

ment der Klasse der Theta-Exponentialpolynome und gegeben durch:

h(t)« H(t) = (Z Lio, o0 ()i (t — ei)kiexﬂtf}i))
=2 Z Li9,;,00) (1) Hij (%)

i=1 =1
Dabei ist 0;; := 0; + ©; sowie

falls Ai ;é Aj
falls >\z = Aj

' a 12 i i i —Xi(t—©y;
0= | Aamid g, i M G-0u),

mat

il (K Y aikil A K

@”)k “lo=Ai(t=0;)

Z

=0
K
+

=0

J
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6.2. Einbettung der Hyper-Erlangverteilungen

6.2. Einbettung der Hyper-Erlangverteilungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie die Familie der Hyper-Erlangverteilungen in
die Klasse der Theta-Exponentialpolynome eingebettet werden kann. Haben wir
beispielsweise iiber den in Abschnitt 5.4 erlduterten EM-Algorithmus den Para-
metervektor © = (a0, a1,...,anm, A1, ..., Am) sowie die Anzahl der Zustédnde ro,,
1 < m < M, in den jeweiligen Zweigen der Hyper-Erlangverteilung erhalten, re-
prasentieren diese Parameter die Verteilungsfunktion

F(t):a0+/o fo(s) ds

mit fo(t) := Z%:l Qm [\, (B) und

M

)\m T —1 _ .
f7n7)\7n (t) == Z %)\me Am

m=1

fiir alle ¢ € R>o (vgl. Abschnitt 5.4). Hieraus ldsst sich leicht eine Reprisenta-
tion der Verteilungsfunktion mittels eines Theta-Exponentialpolynoms (s. (6.1))
konstruieren. Dabei wird ag durch

L1(9y,00) (1) - a0 - (t — 00)™ - e 2009 fiir alle t € R

mit ag = ap und Oy = ko = Ao = 0 dargestellt. Die Terme am - fim,,, (t) werden
durch

1, 00)(t) - @m - (t — Hm)k””e_km(t_e’”) fiir allet € R
mit

Ay
0, =0, ky, = 7, —1 und identischen Werten fiir A, fiir alle 1 < m < M dargestellt.

6.3. Grundlegende Operationen

Fir die Berechnung der Verteilungsfunktionen aller Ankunfts- und Abfahrtsver-
spitungen (fortgepflanzte Verspidtungen) im Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk benotigt
man im Wesentlichen nur drei grundlegende Operationen. Wir betrachten im Fol-
genden jeweils sowohl die Situation auf Ebene von Zufallsvariablen als auch auf
Ebene der Verteilungsfunktionen. Die Notwendigkeit dieser drei Operationen wird
schon in der Literatur beschrieben (z.B. [MMO07]). Sie ergibt sich auflerdem direkt
aus der in (3.4) und (3.5) beschriebenen Fortpflanzung von Verspitungen. Es sind
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(i)  die sogenannte FEzxcess Beyond Operation,

(ii) das Maximum von Zufallsvariablen bzw. das Produkt der zugehorigen Ver-
teilungsfunktionen,

(iii) die Addition von Zufallsvariablen bzw. die Faltung der zugehérigen Vertei-
lungsfunktionen.

Wie sich in den folgenden Abschnitten zeigen wird, bendtigt man jedoch weitere
Operationen, wenn man die Modellierung der Verspdtungsfortpflanzung um An-
schlusssicherung (s. Abschnitt 6.4) oder Zugfolgerestriktionen (s. Abschnitt 6.5),
erweitern mochte. Die Zufallsvariablen Y7 und Y: sind im Folgenden stets nicht-
negativ. Der Definitionsbereich der Verteilungsfunktionen ist daher stets Rxo.

6.3.1. Excess Beyond

Einfach umzusetzen ist die in der Literatur so genannte Fzcess Beyond Operati-
on. Gegeben sei beispielsweise eine Zufallsvariable Y; fiir die (fortgepflanzte) Ver-
spéatung eines Zuges und der zeitliche Puffer s > 0, der fiir den Abbau der Ver-
spatung zur Verfiigung steht. Die Zufallsvariable

Yz := [Vi — s]" = max{Y; — 5,0}
steht dann fiir die Verspitung nach Beriicksichtigung dieses Puffers. Des Weiteren
sei Fy, die Verteilungsfunktion von Y;. Dann gilt offensichtlich fiir die Verteilungs-
funktion
Fy,(t) = Fy,(t +s) fiir alle t € R>o.
Fy, ist die auf der t-Achse um s verschobene Verteilungsfunktion Fy, . In der Familie

der Theta-Exponentialpolynome ist diese Verschiebung leicht umsetzbar. Ist hier
also

M
FY1 Z 1 m,OO) cQm - (t — am)km . e—)\m(t_gm)
gegeben, erhalten wir
3 !
FYl Z 1 o7, 700) -~ Qm - (t _ ef’n)km . e_/\m(t_em)
m=1

mit 6, := 0,, + s fiir alle 1 <m < M.
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6.3.2. Maximum

In Umsteigestationen interessieren wir uns unter anderem fiir das Maximum der
von Zubringern iibertragenen Verspiatungen (vgl. (3.5)). Im Falle zweier Zubringer
bestimmen wir also die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Y := max{Y1, Y>2}.
Unter der Voraussetzung, dass Y7 und Ys stochastisch unabhéngig sind, gilt

Fy(t) = Fy1 . Fy2 (t) fiir alle t € Rzo.

Sind die Darstellungen von Fy, und Fy, als Theta-Exponentialpolynom bekannt,
kann geméif Satz 6.1.5 die Verteilungsfunktion Fy, - Fy, berechnet werden.

6.3.3. Addition
Berechnung der Verteilungsfunktion

Mochte man die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Y = Y7 + Y2 bestimmen,
so faltet man die Verteilungsfunktionen Fy, und Fy,, d.h. Fy = Fy, * Fy,. Vor-
aussetzung hierfiir ist wieder, dass Y; und Y5 stochastisch unabhéngig sind. Es gilt
dann

Fy(t) = Fy1 * Fy2 (t) = / FY2 (t — S) dFYl (S) fiir alle t € Rzo. (6.2)
R

Fy, ist, im Rahmen unserer Anwendung, im Allgemeinen keine stetige Verteilungs-
funktion sondern besitzt im Punkt ¢ = 0 eine Sprungstelle der Hohe Fy, (0). Insbe-
sondere existiert zu Fy, also keine Dichtefunktion. Es ist aber moglich, Fy, geméif
Fy, (t) = Fi(t) + F>(t) zu zerlegen, wobei fiir alle ¢ € R>¢ gilt (vgl. Definition des
STIELTJES-Integrals [Neu77])

Fi(t) = (Fy, (t) — F¥,(0)) - 1p,00)(t) und
Fa(t) = Fv,(0) - 1jo,00)(?) -
Fy ist jetzt offensichtlich eine stetige Funktion. F ist eine Treppenfunktion mit

Sprunghshe Fy, (0) in ¢ = 0. Im Folgenden wird zweimal die Linearitit des STIELT-
JEs-Integrals im Integrator ausgenutzt. So folgt aus (6.2) zunéchst fiir alle ¢ € R>¢

Fy(t) = /];{:Y2 (t — S) dFl(S) + /I;FY2 (t — S) sz(S) (64)
- / Fy, (£ — 8) dF1(s) + Fyy (1) Fy, (0) -

Im néchsten Schritt ersetzt man die Funktion Fi. Man kann mittels der totalen
Wahrscheinlichkeit leicht zeigen, dass fiir die bedingte Verteilungsfunktion Fy, |y, >0
im Falle t € R>o

_ P =Fn(0) _ R
Fy1|Y1>0(t) - 1— Fy, (0) C1-— Fy, (O)
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gilt. Ersetzt man in (6.4) also F1 durch (1 —Fy, (0))- Fy, |y, >0 und nutzt ein zweites
mal die Linearitét des STIELTJES-Integrals im Integrator aus, erhélt man schliefllich
fiir alle t € R>o

Fy(t) = (1— Fy, (0)) - / T Fry(t = s) dFyyvi20(s) + Fy (1) Fy, (0)
o (6.6)
=(1— Iy (0))- / Fy, (t — 8) fyyvi>0(8) ds + Fy, (t)Fy, (0) .

Dabei ist fy;|v; >0 die zu Fy, |y, >0 gehtérende Dichtefunktion. Der erste Term in der
letzten Zeile in (6.6) entspricht der Faltung Fy, * fy, |y, >0(t) multipliziert mit der
Konstanten 1 — Fy, (0). Die Familie der Theta-Exponentialpolynome ist unter der
Faltung ebenso abgeschlossen wie unter der Multiplikation mit einer Konstanten
(Konvexkombination).

Verrechnung der Momente

Es existiert noch eine Alternative zur Faltung der Verteilungsfunktionen. In Ab-
schnitt 6.6 wird erldutert, dass wir fiir die Komplexititsreduzierung eine Momen-
tenanpassung fiir Hyper-Erlangverteilungen nutzen. Nach jeder Faltungsoperation
auf Ebene der Theta-Exponentialpolynome ist es empfehlenswert, eine Komple-
xitdtsreduzierung durchzufithren. Verrechnen wir stattdessen direkt die Momente
der Verteilungen von Y7 bzw. Y, so fiihrt dies zum gleichen Ergebnis und wir sparen
uns die Faltungsoperation. Es gilt:

E[Y] = E[Y1 + Y2] = E[Y1] + E[Y?]

E[Y?] = E[(Y1 + Y2)’] = E[YY'] + E[Y3] + 2- E[Y1 - 2] (6.7)
= E[Y?] + E[Y?] + 2 E[vi] - E[Ya]

E[Y®] = E[(Y: + Y2)°] = E[Y;] + E[YZ] + 3 (E[Y??] - E[Y2] + E[Y}] - E[YZ))

Diese Herangehensweise wird allerdings nur genutzt, wenn die Momente der Ver-
teilungsfunktionen von Y; und Y2 jeweils in einem Verhiltnis zueinander stehen,
welche sich fiir die Momentenanpassung besonders eignen. Mehr dazu folgt in den
Abschnitten 6.6.3 und 6.6.4 (s. Abbildung 6.10). Ansonsten wird auf die oben be-
schriebene Faltung der Verteilungsfunktionen zuriickgegriffen.

6.4. Anschlusssicherung

Anschlusssicherung ist eine Strategie, mittels der man verhindern kann, dass Rei-
sende Anschliisse mit wenig zeitlichem Puffer, auf Grund von Verspatungen ihrer
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Zubringerziige, verpassen. Eine Anschlusssicherungszeit von « € INg Minuten be-
deutet fiir den Abbringerzug, dass er, im Anschluss an seine fahrplanmiifiige Ab-
fahrtszeit, maximal k Minuten auf seine planméfligen Zubringer wartet. Kénnte der
Abbringer eigentlich, ohne Beriicksichtigung seiner Zubringer, piinktlich abfahren,
so wird seine Abfahrt durch die Einhaltung der Anschlusssicherung verspétet. Auf
der anderen Seite kann man so jedoch verhindern, dass eventuelle Umsteiger eine
starke Verspitung dadurch erfahren, dass ihr nichster Abbringer (fahrplanmifBig)
erst einen Takt spéter fahrt. Hierbei gehen wir davon aus, dass Reisende ihre ur-
spriingliche Reiseverbindung in einem solchen Fall nicht &ndern. Sie weichen also
nicht auf einen alternativen Abbringerzug einer anderen Linie aus.
Wir nutzen fiir die tiefer gehende Betrachtung die folgende Notation:

e Z sei die Menge der fahrplanméfligen Zubringer.

e X,; > 0 seien die von den Zubringern ¢ € Z auf den Abbringer iibertragenen
Verspéatungen.

e A sei die eigene Abfahrtsverspitung des Abbringers, die er bereits besitzt, be-
vor durch die verwendete Anschlusssicherungsstrategie weitere, von Zubrin-
gern {ibertragene, Verspédtung beriicksichtigt wird.

e Y sei die resultierende (tatséichliche) Abfahrtsverspdtung des Abbringers mit
Beriicksichtigung der Anschlusssicherung.

Ein extremes Beispiel ist eine Anschlusssicherungszeit x = 0. In diesem Fall
wartet der Abbringer gar nicht auf planméflige Zubringer. Entscheidend fiir seine
Abfahrtsverspétung ist dann nur die bisher selbst erfahrene Verspétung. Die Berech-
nung der Verteilungsfunktion von Y ist in diesem Falle entsprechend einfach. Unwe-
sentlich schwieriger ist die Berechnung, falls der Abbringer beliebig lange (k = o)
auf seine Zubringer wartet. In dem Falle gilt ¥ = max{A4, max{X; | ¢ € Z}}. Im
Folgenden wollen wir die Anschlusssicherung fiir beliebiges k € INg betrachten. Wir
unterscheiden dabei zwei verschiedene Modellierungen einer Anschlusssicherungs-
strategie.

6.4.1. Einfache Anschlusssicherung
Es sei k € INg. Der Abbringer wartet maximal x Minuten auf seine Zubringer, d.h.
Y = max {A,min {k,max{X; | i€ Z}}} . (6.8)

Es sei K Zufallsvariable mit P(K < t) = 1,00)(t) fiir alle t € R, d.h. P(K =
k) = 1. Es gilt fiir alle t € R>¢

P(Y <t)=P(A<t)-P (min{K max{X; | i€ Z}} <t)
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Abbildung 6.1.: Einfache Anschlusssicherung, Sprungstelle der Verspitungsvertei-
lungsfunktion (VVF) int=x=17

=P(A<t)- (1-P(K >t,max{X;|i€ Z} > 1))

_P(Agt)~<1(1P(K§t))~<1HP(X,~§t)>>

iI€EZ

=P(A<t)- (1 — (oo () - (1 - []Px: < t))) : (6.9)
icZ

Ergebnis der Berechnung ist im Allgemeinen eine Verteilungsfunktion mit ei-
ner Sprungstelle in ¢ = k. Da die Theta-Exponentialpolynome gegen alle ver-
wendeten Operationen abgeschlossen sind, kann die Verteilungsfunktion als Theta-
Exponentialpolynom repréasentiert werden. Beispielhaft wird die Situation in Ab-
bildung 6.1 dargestellt. Durch eine folgende Faltung mit der Verteilungsfunkti-
on einer Quellverspatung D kann die Hohe der Sprungstelle abnehmen. Im Falle
P(D = 0) = 0 wird die resultierende Verteilungsfunktion keine Sprungstelle mehr

besitzen. Im Falle P(D = 0) = 1 bleibt die Sprungstelle in voller Hshe erhalten.
In der Praxis wiirde fiir die resultierende Verteilungsfunktion eine Komplexitéats-
reduzierung durchgefiithrt. Deren Ergebnis ist eine stetige Verteilungsfunktion (s.
Abschnitt 6.6.3). Daher sind die Unterschiede beziiglich der Funktionswerte in der
Umgebung der Sprungstelle entsprechend grofl. Die ersten drei Momente stimmen
aber trotzdem iiberein. Da wir in der praktischen Anwendung nur bei Verteilungs-
funktion von Ankunftsereignissen in Umsteigestationen an den Funktionswerten in-
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teressiert sind (s. Kapitel 9), ist dies zunéchst noch nicht problematisch. Wie zuvor
erldutert, werden durch die bis zur Berechnung der Verteilungsfunktion eines sol-
chen Ankunftsereignisses vorzunehmenden Faltungen, die Abweichungen beziiglich
der Funktionswerte in der Regel deutlich reduziert.

6.4.2. Vorausschauende Anschlusssicherung

Die vorausschauende Anschlusssicherung ermoglicht eine etwas realistischere Vor-
gehensweise. Wir nehmen an, dass der Abbringer wieder maximal x € INg Minuten
auf verspitete Zubringer wartet. Es sind jetzt jedoch nur Zubringer i € Z relevant,
deren iibertragene Verspatung X, nicht grofler als x ist. Dies hat insbesondere zur
Folge, dass, sollte fiir alle fahrplanméfligen Zubringer X; > « gelten, der Abbringer
nicht warten muss. Fiir die resultierende Verspatung Y ist in diesem Falle folglich
nur seine eigene Verspatung A relevant. Insgesamt gilt

Y = max {A,max{X; |i € Z,X; <K}} . (6.10)

Diese Verspatung tritt in der Realitdt genau dann auf, wenn die Dispositionsent-
scheidung, d.h. die Entscheidung ob der Abbringer warten soll oder nicht, fiir alle
enthaltenen Zubringer-Abbringer Beziehungen korrekt entschieden wird. Dies setzt
voraus, dass der Entscheidungstriger zum Zeitpunkt seiner Entscheidung bereits
weifl; mit welcher Verspatung die Zubringer die Umsteigestation erreichen. Einen
alternativen Ansatz, der néher an der Realitét ist, jedoch damit auch fehlerhafte
Entscheidungen zulésst, wihlt BUKER in [Biil0]. Statt der tatséichlichen Ankunfts-
verspatung der Zubringer betrachtet er deren Verspétung zu Beginn des sogenann-
ten ,,Dispositionshorizonts“, d.h. zu einem bestimmten Zeitpunkt vor der planmafi-
gen Abfahrt des Abbringers. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Verspéatung dazu
fithrt, dass der Abbringer im Rahmen der Anschlusssicherungsstrategie auf sei-
nen Zubringer warten muss, wird als Entscheidungskriterium vorgeschlagen, ob die
Verspatung des jeweiligen Zubringers in die Bestimmung der Verspdtung des Ab-
bringers einfliefit. Ist diese Wahrscheinlichkeit sehr klein, so hat die Verspéatung des
Zubringers entsprechend wenig Einfluss auf die Abfahrtsverspédtung des Abbringers.

Im folgenden Satz zeigen wir, was aus (6.10) fiir die zugehorige Verteilungsfunk-
tion Fy folgt.

Satz 6.4.1.
Es seinen X;, i € Z, und A stochastisch unabhingig. Auflerdem sei Y = max {A,
max{X; | i € Z,X; < k}} mit Verteilungsfunktion Fy . Dann gilt fiir alle t € R>o

Fy (t) = Fa(t) - <1[0,~](t) T Fxi() + (1= Fx,(5) + 1<~,oo)(t)> - (6.11)

€2
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Die resultierende Verteilungsfunktion Fy kann als Theta-Exponentialpolynom dar-
gestellt werden. Die Aussage des Satzes wird in mehreren Schritten bewiesen. Es
sel Z., = {2 €eZ|X; < n}. Z,, ist also eine Zufallsvariable. Eine vorteilhafte Eigen-
schaft von Satz 6.4.1 ist, dass wir fiir die Berechnung von Fy nicht vorab wissen
miissen, welche Zubringer ¢ € Z tatsichlich relevant sind. Das heifit, die genaue
Auspriagung der Zufallsvariablen Z, wird nicht benétigt. Bevor wir uns mit dem
ersten Lemma fiir Satz 6.4.1 beschéftigen, halten wir fest, dass fiir Z C Z gilt

Zi=T <= (Vi€ZT: X;<w) A (V€I :X;>k).

Lemma 6.4.2.
FEs se1 Y = max{A, max{X; |1 € Z,X; < Fi}} mit Verteilungsfunktion Fy. Dann
gilt firt e R

Fy(t) = Fa(t) - (1[0,,@] (t)- P (max{X; | i€ Z.} <t)+ 1(,@,00)@)) .

Beweis. Zunéchst gilt wegen stochastischer Unabhéngigkeit zwischen A und X,
i € Z, offensichtlich

Fy(t)=P(Y <t) =P(max {A,max{X; |i € Z,X; <r}} <t)
=PA<t) -Pmax{X; |i € Z,X; <k} <1)
=Fa(t) - Pmax{X; |1 € Z,X; <k} <%).

Fiir den zweiten Term des Produkts folgt

1 firt >k,

Pmax{X; |i€ Z,X; <k} <t)=
( | = {P(max{XiMEZK}gt) firt<k.

Im Folgenden beschranken wir uns auf den Fall ¢ < k.

Lemma 6.4.3.
Es gilt firt <k undZ C Z

P (max{X; |i € Z:} <t) = [[ P(IX:i SHU[X: > &]) .
i€Z
Beweis. Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir

Pmax{X;|i€ Z,} <t)= > Pmax{X;|i €I} <t|Z,=1I) P(Z:.=1I).
Icz

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit der Umformung der bedingten Wahrschein-
lichkeit dieser Gleichung. Fiir 7 C Z gilt:

P(max{X; |i €T} <t|Z. = 1)
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_p(m[xi )

i€T
P (ﬂiEI[ ] n ﬂzEI [Xi <k]N ﬂieIC (X > ’iD
p (ﬂlez[X < KN NiezeXi > k])
_ P (miez[Xi SN Nege[Xi > "CD (t < r)
P (ﬂieI[Xi <klN ﬂiezc [Xi > ’i}) -
HieI P(X; <t)- Hielc P(X; > k) .
= o, PX, < %) [y P(X > #) (stoch. unabhingig)
Hz‘eIP([Xi < ﬂ N [Xi < ’fD
T MaPXi<w) <)
=[[P(Xi<t|Xi<r)

Es gilt offensichtlich fiir alle 4 € Z sowohl P(X; > s | X; < k) =0, P(X; > K |
X; > k) =1 also auch P(X; <t | X; > &) =0 fiir ¢t < k. Daraus folgt neben

[[Pxi<tIXi<r) =] (PX:i<t]| Xi <r)+PXi> 5| Xi <k))

1€T 1€l
=[[P(X: <JU[X: > k]| Xi < k)
1€l
ebenfalls

1= [ P(X; > k| X; > k)

jeIC
=[] P> k] X;>8) +P(X; <t|X; > k)
jEIC
=[] P(X; <HUIX; > k]| X5 > k) .
jEIC

So erhalten wir

HP(Xi <t X; <k)
€L
=[[P(X: <YUX: > K] | Xi <) -
i€l

[[P(x; <HUIX; > k]| X5 > k)

jEIC
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und wegen stochastischer Unabhéngigkeit der X; schliellich
[[Px: <t|xi<n)
ieT

=[[P(X: <U[Xs > K] | Xi < K, Zu =T)

iE.IH P([X; <UIX; >8] | X; > kK, Ze = 1)
:HJ;E[XZ- <HU[Xi > k]| Ze = 1)

6IH P([X; <tJU[X; > K] | Zo = 1)
- HJ;I([XZ- <HU[X; > k] | Zo =1)
:p<_(l([xz-<t]U[Xi>n}) ’ ZFI) :

Dieses Ergebnis setzen wir jetzt in die erste Gleichung des Beweises ein. Wir erhalten
P(max{X; |1 € 2.} <t)

= ZP(ﬂ([Xigt]U[Xi>n}) IZK:I> P(Z.=1)

ICZ i€Z
=P (ﬂ ([X: <tjU[X: > K])) (totale Wahrscheinlichkeit)
i€Z
=[[P(x: <gUXi > ]) . 0
i€Z
Korollar 6.4.4.
Firt < k gilt
P(max{X; i€ Z.} <t) =[] (Fx,(t) + (1 - Fx,(x))) .
i€Z
Beweis. Fiir t < k gilt [X; < t]N[X; > k] = 0. Daher folgt
= Fx;(t) + (1 = Fx,(r)) -
Mit Lemma 6.4.3 folgt die Behauptung. d
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| /

0.6

0.4 /
0.2

0 5 10 15 20 25
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Resultierende VVF ——
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Abbringer VVF

Abbildung 6.2.: Vorausschauende Anschlusssicherung, stetiger Ubergang der Ver-
spatungsverteilungsfunktion (VVF) int=xk =7

An dieser Stelle haben wir den Beweis von Satz 6.4.1 abgeschlossen. Abbildung
6.2 zeigt die typische Gestalt der resultierenden Verteilungsfunktion. Sie ist in
t = k = 7 stetig, besitzt an dieser Stelle jedoch einen ,, Knick“. Je stirker ausgeprigt
dieser Knick ist, desto ungiinstiger ist dies fiir die von uns genutzte Komplexitéts-
reduzierung mittels Momentenanpassung (s. Abschnitt 6.6.3). Die Approximation
der Verteilungsfunktion wird um ¢t = k relativ ungenau sein. Wie zuvor im Falle
der einfachen Anschlusssicherung, wird diese Problematik im Allgemeinen durch
folgende Faltungen mit Verteilungsfunktionen von Quellverspatungen entschérft.

Wir kénnen allerdings auch schon wiahrend der Berechnung der Verteilungsfunk-
tion (6.11) eine alternative Herangehensweise verwenden. Kritisch sind die Faktoren
des Produktes

H (FXi (t) + fi,n)

I€EZ

mit f; . :=1— Fx,(k), ¢ € Z. Diese besitzen einen Knick in ¢t = &, der letztlich den
Knick in der resultierenden Verteilungsfunktion erklart. Abhéngig von der Kardi-
nalitit der Menge Z, erfordert obige Produktbildung unterschiedlich viele Kom-
plexitétsreduzierungen (der Zwischenergebnisse). Da die von uns gewihlte Kom-
plexititsreduzierung mittels Momentenanpassung einen solchen Knick nur schlecht
approximiert, sind in Folge der Produktbildung der Zwischenergebnisse Abweichun-
gen beziiglich der Funktionswerte der exakten Verteilungsfunktion zu erwarten. Wir
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betrachten den Fall Z = {i1,i2}. Dann gilt

[1(Fx. @) + £u))

i€z

= FXil FXiQ (t) + figo - FXil () + firm - FXi2 () + firn fizm -

Der Vorteil dieser Herangehensweise besteht in der Gestalt der Funktionen der
einzelnen Summanden. In der Regel besitzt keine dieser Funktionen einen Knick,
aufler Fx, bzw. Fx, weisen bereits einen solchen auf. Daher koénnen dann alle
Summanden auch hinsichtlich der Gestalt der jeweiligen Funktion gut approximiert
werden. Die Anzahl der durchzufithrenden Operationen steigt jedoch an.

6.5. Zugfolgerestriktionen

Zugfolgerestriktionen werden an dieser Stelle nur der Vollstdndigkeit halber be-
trachtet. Sie werden bisher nicht bei der Bestimmung der Verspétungsverteilun-
gen beriicksichtigt. Soll dies in Zukunft geschehen, so wird das Problem zu l6sen
sein, in welcher Form die resultierenden Verteilungsfunktionen représentiert wer-
den kénnen, da die Theta-Exponentialpolynome gegen die zugehérigen Operationen
nicht abgeschlossen sind. Entweder wird auf eine génzlich andere Verteilungsfami-
lie zuriickgegriffen, oder es werden Losungen in Betracht gezogen, wie sie zum
Abschluss dieses Abschnitts erwéhnt werden.

6.5.1. Theoretische Umsetzung

Zur Veranschaulichung der Beriicksichtigung von Zugfolgerestriktionen nutzen wir
Abbildung 6.3. Wir sehen dort einen Ausschnitt eines Ereignis-Aktivitatsnetzwerks
in einer Station S € &. Zwischen den beiden Linien L; € £ und Lo € £ beste-
hen Umsteigebeziehungen. Auflerdem existieren beziiglich der Abfahrt von Ziigen
der Linien Zugfolgerestriktionen. Wir nehmen an, dass von den Abfahrtsereignis-
sen (in allen Perioden) fahrplanméBig dep(S, L1) vor dep(S, L2) stattfindet. Als
weitere Grofilen bendtigen wir die Mindestzugfolgezeiten headgep(L1, L2, S) und
headgep(L2, L1, S) sowie die zeitlichen Puffer s(headdep, S, L1, L2) und s(headdep,
S, L2, L1). Wir nehmen an, dass Reihenfolgetausche beziiglich der Abfahrten der
beiden Linien moglich sind.
Wir wollen die Verteilung der Verspétung Y (dep, S, L2) bestimmen. Es sei

Yi,,0, = maX{Y(arr, S, L1) — s(change, S, L1, Ls),
min{Y (arr, S, L1) + D(stop, S, L1) — s(headdep, S, L1, L2),
headdep(& Ll, Lz)}} .
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------ >
Fahrkante Stop-Kante
------ > e
Umsteigekante Zugfolgekante

Abbildung 6.3.: Zugfolgerestriktionen beziiglich zweier Linien in Station S

die Verspitung, die von Linie L; auf das Abfahrtsereignis dep(S, L2) iibertragen
wird (s. Abbildung 6.3). Dann gilt

Y (dep, S, L2) = max{Y (arr, S, L2) + D(stop, S, L2) — s(stop, S, L2),YL,,L,,0} .

Linie L; kann im Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk auf zwei Pfaden Verspétung iiber-
tragen, iiber die Umsteigeaktivitit sowie iiber die Zugfolgeaktivitdt. In letzterem
Fall ist die iibertragene Verspéatung jedoch durch die Mindestzugfolgezeit begrenzt,
da wir (s.0.) Reihenfolgetausche zulassen. Auf beiden Pfaden wird die Verspétung
Y (arr, S, L1) fortgepflanzt. Es konnte kein Weg gefunden werden, die Verteilung
der Grofle Yr,,,1, zu bestimmen, ohne gegen die Voraussetzung stochastischer Un-
abhingigkeit (bei Faltung- oder Produktbildung) zu verstoen. Der Ansatzpunkt
war, Y7, 1, bedingt beziiglich Y (arr, S, L1) zu berechnen. Es ist plausibel, dass die
stochastische Abhéngigkeit an dieser Stelle vergleichsweise stark sein kann.

Im Folgenden zeigen wir eine alternative Herangehensweise, welche auch BUKER
in seiner Dissertation [Biil0] vorstellt. Wir nehmen an, dass alle Ziige gleichwertig
behandelt werden. Der Zug, der theoretisch zuerst abfahren kénnte, tut dies auch
tatséchlich. BUKER betrachtet und modelliert stattdessen auch moégliche Prioritédten
fiir bestimmte Ziige bzw. Linien. Wir untersuchen nun die Situation fiir Ziige 21
und z2 der Linien L; bzw. L2, deren Abfahrten fahrplanméfig aufeinander folgen.
Dabei nutzen wir im Sinne der Ubersichtlichkeit der Formeln

e 51,2 := s(headdep, S, L1, L2), $2,1 := s(headdep, S, L2, L1)
L] h1,2 = headdep(Ll, L27 S), h2,1 = headdep(Lz, Ll7 S)
Es gilt

§1,2 = T2y (ab, S, LQ) — Tz, (ab, S, L1) — h1,2 ,
8271 = 7r21+1(ab, S, Ll) — T2y (ab, S, Lz) — h271 .
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Verlauft alles fahrplanméfig, wird natiirlich keine Verspatung iibertragen. Ob und
wie viel Verspatung durch die Zugfolgerestriktionen iibertragen wird héngt, neben
Mindestzugfolge- und Pufferzeiten, von dem Verhéltnis der Verspatungen der Ziige
zueinander ab. Es seien Y*(dep, S, L1) und Y *(dep, S, L2) die Abfahrtsverspiatungen
der Linien L; und L2, falls keine Zugfolgerestriktionen beriicksichtigt werden. Wir
interessieren uns fiir die Zufallsvariable

Y™ :=Y"(dep, S, L1) — Y*(dep, S, L2)

und unterscheiden dabei mehrere Fille. Zunéchst betrachten wir die Situation, in
der Zug z1 Verspitung auf Zug zo iibertrigt. Finde die Abfahrt von z2, ohne Ein-
fluss der Zugfolgerestriktionen, fahrplanméfig statt, so iibertriagt z; erst dann eine
Verspdtung auf z2, wenn seine eigene Verspiatung grofler als der vorhandene Puffer
s1,2 ist. Ab einer bestimmten Hohe seiner Verspéatung iibertragt er schliellich kei-
ne Verspatung mehr. Allgemeiner beschreiben wir diese Situation durch die beiden
Ereignisse

Ey = [Y" <s12], (6.12)
FEy = [51,2 <Y <si2+ h1,2] . (6.13)

Tritt E: ein, so wird keine Verspdtung iibertragen. Theoretisch wére es moglich,
dass in diesem Fall der Zug z5 der Linie Ly so verspitet ist, dass er Verspatung auf
den Zug z1 + 1 der Linie L; in der n#chsten Periode iibertriagt. Dieser Umstand
wird an dieser Stelle aber ausgeschlossen. Tritt das Ereignis E2 ein, so iibertragt
z1 eine Verspéatung der Hohe Y™ — s1,2 auf zo. Die fahrplanmifige Reihenfolge fiir
die Abfahrt der Ziige wird eingehalten. Im folgenden Fall ist dem nicht mehr so.

Es = [81,2 +hie <Y <sio+hi2+ h2,1] (6.14)

Tritt Ereignis E3 ein, so ist der Zug z; der Linie L1, relativ zur Verspatung des
Zuges z2 der Linie Lo, so stark verspétet, dass die fahrplanméflig Reihenfolge fiir
Abfahrten nicht eingehalten werden kann. Zug 22 fahrt nun zuerst ab und iibertragt
eine Verspatung der Hohe Y™ — s1 2 — h1,2 auf Zug z;. Letztlich kann die Differenz
der Abfahrtsverspitungen offensichtlich so gro3 werden, dass es zwar zu einem
Reihenfolgetausch der Abfahrten kommt, aber keine Verspidtung mehr zwischen
den Ziigen der beiden Linien iibertragen wird. Dieser Fall wird durch das Ereignis
FE4 beschrieben.

Es:=[s12+hi2+hey <Y7] (6.15)

Nun bleibt zu untersuchen, wie die resultierenden Verteilungsfunktionen bei Eintritt
eines der Ereignisse aussehen.

72



6.5. Zugfolgerestriktionen

Wir untersuchen im Folgenden die Verspéatung der Linie Ls. Es gilt

4
P(Y(dep, S, L) <t) = Y P(Y(dep, S, Ly) <t | E;) - P(Ey)
i=1
fur alle ¢ € Rxo. Im Folgenden sei zur Vereinfachung der Darstellung Y7, :=
Y™ (dep, S, L1) sowie Y7, := Y™ (dep, S, Lz2). Wir setzen voraus, dass die Zufalls-
variablen Y/ und Y}, stochastisch unabhéngig sind. Ereignis I ist identisch mit
dem Ereignis

Ei = [Y*(dep, S, LQ) — Y*(dep, S, Ll) Z —51,2]

und daher

P(Y(dep. S, Lo) < t| Bv) = P(YL, <t] B1) = gy - P(VE, < 4N 1)

fiir alle t € R>o. Denn wie oben erldutert, wird im Falle des Ereignisses E; keine
(zusétzliche) Verspétung iibertragen. Mit

P(E})=1- P(Y*(dep, S,Lz) —Y"(dep, S, L1) < —31,2)
= /}Rl dFYL»«2 (u) — /]RFLYI; ( — S1,2 — U) dFYL*2 (u)
folgt fiir alle ¢ € R>¢
P (Y (dep,S,L2) < t| E)
1 t

Im Falle des Ereignisses Fo gilt fiir alle t € R>¢

P(Y(dep, S7 Lz) S t ‘ Eg) = P(Ygz —|— Y* — 81,2 S t | EQ)

1 *
= . _ <
(5] P([Y7, —s12 <t]NEy)
1
= P([Y7, —s12 <
P(E2) (Y7, —s1.2 <1

NO0<Y., —s12— Y7, <higl) .
Mit Y7, s := Y7, — s12 folgt fiir alle t € Rxo

1 t
P(Y(dep, S, La) <t | EQ) = ) . (/OO F,yg2 (h1,2 —u) dFYL*l,s(U’)
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- /O:nyL*Q(—U) dFYL*l,S(“)) :

Es seien ¢1 := —s1,2 — h1,2 und ¢z := —s1,2 — h1,2 — h2,1. Im Falle des Ereignisses
Es gilt fir alle t € R>o

P(Y(d€p7 S, LZ) S t | ES) = P(Yfz S t | Eg) = % . 13([}/;2 S t] N ES)
1 t t
=5 E (/40 Foy; (e1 —u) dFy; (u) — [m Foy; (c2 —wu) dFyy (u)) .

Schliefllich gilt im Falle des Ereignisses E4 fiir alle t € Rx>q

P (Y (dep, S, L2) < t| Es) = P(Y[, < t| Ea)
1 *
= BE) “P([Y7, <t]NE4)

1 t
= m . /700 _F,YE1 (C2 — U) dFYEQ (u) .

Analog erhélt man die Verspétung der Linie L, bei Beriicksichtigung von Zug-
folgerestriktionen. Auch hier gilt

P(Y(dep,S,L1) <t) =Y P(Y(dep,S,L1) < t| E;) - P(E;) .

i=1

Einschrinkend muss an dieser Stelle erwdhnt werden, dass die Repréisentation von
Verteilungsfunktionen mittels Theta-Exponentialpolynomen im Rahmen der Ver-
spatungsfortpflanzung unter Beriicksichtigung von Zugfolgerestriktionen an seine
Grenzen stoft. In den hergeleiteten Formeln fiir die Ereignisse F;, 1 < ¢ < 4,
werden die Verteilungsfunktionen F,YL*1 und F,yL*2 verwendet. Diese Verteilungs-
funktionen kénnen wir nur fiir einzelne ¢t € R auswerten (s. Abschnitt 6.5.2). Sie
konnen jedoch nicht als Theta-Exponentialpolynom dargestellt werden.

6.5.2. Berechnung - Subtraktion
Berechnung der Verteilungsfunktion

Es seien Y1, Y2 nicht-negative stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen. Wie im
vorherigen Abschnitt gesehen, wird bei der Betrachtung von Zugfolgezeiten die
Verteilungsfunktion der Differenz Y := Y7 — Y2 solcher Zufallsvariablen benotigt.
Waéihrend solche Verteilungsfunktionen nicht als Theta-Exponentialpolynom darge-
stellt werden konnen, gibt es zumindest die Méglichkeit, Werte Fy (t) fiir alle t € R
zu berechnen.
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Es gilt fiir alle t € R

F_y, (t) = P(—Yz < t) = P(Y2 > —t) =1- P(Y2 < —t)
= 1(—00,0)(t) (1= Fyy (=) + 1[0,00)(t) :
Fy, und F_y, sind im Rahmen unserer Anwendung im Allgemeinen keine stetigen
Verteilungsfunktionen. In ¢t = 0 besitzt F_y, eine Sprungstelle der Hohe Fy, (0). Es
ist moglich, F_y, durch F_vy, := F} + Fy mit Fy := F11 + F1 2,

Fl,l(t) = 1(,00,0)@) . (1 — Fyz(—t)) ,fﬁr alle t € IR,
F1’2(t) = 1[0’00)(25) . 1_1>H_10 F1,1(S) = 1[0’00)(15) . (1 — Fyz(O)) Jfiir alle t € R,

und
Fy(t) = 1j0,00) () - Fy,(0)
fiir alle t € R zu beschreiben. F ist eine stetige Funktion und auf R \ {0} diffe-

renzierbar. F» ist eine Treppenfunktion mit Sprunghohe Fy,(0) in ¢ = 0. Fiir die
Verteilungsfunktion von Y folgern wir

Fy(t) = /]R Fyy(t— ) dF_y, (s) = /R Fy,(t— 5) dFy(s) + /R Fy, (t— 5) dFa(s)
— [ G- dR@ [ B9 )+ B0 By (0)
(—o0,0)

[0,00)

— [ P9 dRa+ [ Bt s) dRa) + By (0 Fu(0)
(—00,0) [0,00)

- / Fy, (t — ) - f11(s) ds + Fyy (£) - Fr, (0)
(—00,0)

mit f1,1(t) == £ F11(t), R\ {0}. Fiir t < 0 gilt

f1,1(8) = fro (1),

fiir ¢t > 0 gilt f1,1(¢) = 0. So erhalten wir

Fy(t) = / Fyy(t— 5) - fry(—s) ds + Fy, (£) - Fr, (0)

- /Om Fry(t+5) - fua(s) ds + Fy, (£) - Fr (0)
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Theta-Exponentialpolynome

Hyper-Erlang

Verteilungen

Abbildung 6.4.: Beziehung zwischen Theta-Exponentialpolynomen und Hyper-Er-
langverteilungen

Simulation der ersten drei Momente

FEine Moglichkeit, die Familie der Theta-Exponentialpolynome auch bei Beriick-
sichtigung von Zugfolgerestriktionen zu verwenden wére, ein insgesamt , hybrides“
Verfahren zu verwenden. Dabei kdnnten, speziell fiir die Bestimmung der Vertei-
lungsfunktion von Differenzen von Zufallsvariablen, die ersten drei Momente simu-
liert werden. Im Anschluss kénnte eine Hyper-Erlangverteilung bestimmt werden,
deren erste drei Momente mit diesen iibereinstimmen. Umgesetzt wird diese Her-
angehensweise in dieser Arbeit nicht mehr.

6.6. Komplexitatsreduzierung

Wie zuvor erwéhnt, hat die Représentation von Verteilungsfunktionen durch Theta-
Exponentialpolynome das Problem, dass im Zuge der fortdauernden Verkniipfung
verschiedener Verteilungsfunktionen die Anzahl M der Parametertupel (0m, Gm, km,
Am ) rapide ansteigt. Dies fithrt wihrend der Berechnung auf einem Rechner schnell
zu Speicherplatz- und numerischen Problemen (s. [Fuh07]). Um die Bestimmung
von Verspétungsverteilungen ganzer Netzwerke praktikabel zu halten, muss ein
Weg gefunden werden, die Komplexitéit der Theta-Exponentialpolynome zu redu-
zieren. Dabei soll moglichst wenig Information der Verteilung verloren gehen. Ab-
bildung 6.4 veranschaulicht die Beziehung zwischen Theta-Exponentialpolynomen
und Hyper-Erlangverteilungen.

In [Fuh07] wurde die direkte Manipulation der Theta-Exponentialpolynome be-
reits erprobt. Dies geschah insbesondere vor dem Hintergrund, die Koeffizienten
der Summanden des Theta-Exponentialpolynoms weder zu grofl noch zu klein wer-
den zu lassen, und so die Berechnungen numerisch stabil zu halten. So war eine
naheliegende Idee, dass man die Summanden mit sehr kleinen Koeffizienten aus
der Darstellung streicht. Hierdurch verldsst man jedoch den Raum der Verteilungs-
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funktionen. Um zuriick in die Schnittmenge der Theta-Exponentialpolynome und
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen zu kommen, muss das Theta-Exponentialpolynom
wieder zu einer Verteilungsfunktion normiert werden. Dieser Ansatz wird in [Fuh07]
als wenig erfolgreich und zudem ungenau beurteilt. Es diirfte auch schwierig sein,
den Wert allgemein festzulegen, unter dem Koeffizienten liegen miissen, damit der
zugehodrige Summand gestrichen wird. Ansonsten wére dieser Ansatz auch fiir die
Reduzierung der Anzahl der Parametertupel erwigenswert gewesen.

Als Ursache fiir sehr groBe Koeffizienten wurde in [Fuh07] die Faltungsoperation
(s. Satz 6.1.5) ausgemacht, sofern hier Polynome mit nur unwesentlichen Unter-
schieden bei Paaren von \,,-Werten gefaltet werden sollen. Hier wurde versucht,
bei nahezu identischen Paaren, diese gleichzusetzen und bei der Faltungsoperati-
on den zu berechnenden Koeffizienten beziiglich der entsprechenden Vorschrift zu
bilden. Ein Nebeneffekt wire, dass bei der Faltungsoperation ein starkes Anwach-
sen der Anzahl der Parametertupel vermieden werden kénnte. Aber wie in [Fuh07]
festgestellt wird, ist es auch in diesem Fall schwer einen Wert festzulegen, ab dem
dieses Gleichsetzen durchgefiihrt werden soll.

Schlieit man die Reduzierung der Komplexitidt mittels direkter Manipulation
der Parametertupel der Theta-Exponentialpolynome aus, bleibt unter anderem die
Moglichkeit einer Approximation der Verteilungsfunktion auf Grundlage bestimm-
ter Kenngroflen der Verteilung. Das Ergebnis der Approximation muss wieder als
Theta-Expontialpolynomen dargestellt werden kénnen. Uber die Approximation
von allgemeinen Verteilungen durch Phasentypverteilungen wurde bereits in Kapi-
tel 5 einiges gesagt. Wesentlich war, dass es bei der Approximation verschiedene
Abstandsbegriffe fiir den Vergleich von Verteilungsfunktionen gibt. In Kapitel 9
wird deutlich, dass sowohl die Momente der Verteilung als auch die Gestalt der Ver-
teilungsfunktion selbst moglichst gut approximiert werden sollte. Dariiber hinaus
ist fiir unsere Anwendung entscheidend, dass das Verfahren zur Komplexititsredu-
zierung moglichst simpel und wenig zeitintensiv ist.

6.6.1. Metriken fiir Verteilungsfunktionen

Um Unterschiede in der Gestalt von Verteilungsfunktionen zu beschreiben, kann
man sich Metriken fiir Verteilungen bedienen. Dabei werden die Verteilungen durch
ihre Verteilungsfunktionen reprasentiert. Zwei Beispiele sind die folgenden Metriken
(s. [Rac91)):

p(F,G) :=sup{|F(t) = G(t)| |t€Rso}  (KOLMOGOROV) (6.16)

k(F,G) = /0Oo |F(t) — G(t)] dt (KANTOROVICH) (6.17)

Diese Metriken sind fiir beliebige Verteilungsfunktionen F' und G auf R>o defi-
niert. Sie werden auch von MEESTER und MUNS in [MMO7] verwendet, um die
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6. Bestimmung der Verspétungsverteilungen

Fortpflanzung von Fehlern nach Operationen aus Abschnitt 6.3 abzuschétzen (s.
auch Abschnitt 6.7).

Wollen wir Metriken verwenden, miissen wir zuvor die Frage kldren, ob unsere
Art der Repréasentation von Verteilungsfunktionen deren Berechnung erméglicht. Im
Falle von Theta-Exponentialpolynomen koénnen beide Metriken grundsétzlich ana-
lytisch berechnet werden. Da die Familie der Theta-Exponentialpolynome beziiglich
der Betragsbildung nicht abgeschlossen ist, miissten in beiden Fillen zunéchst die
Nullstellen der Funktion H := F' — G bestimmt werden. Dies muss im Allgemei-
nen numerisch, beispielsweise mittels des NEWTON-Verfahrens, gelost werden. Im
Anschluss folgt, auf Teilintervallen des R>q, eine Extremwertbestimmung fiir p
bzw. Integration fiir k. Die Familie der Theta-Exponentialpolynome ermdoglicht ein
solches Vorgehen zwar grundsétzlich, letztlich erweist sich aber insbesondere die
Nullstellenberechnung als zeitlich relativ aufwendig.

Eine Alternative zur analytischen ist die ndherungsweise Berechnung der beiden
Metriken. Diese erfordert im Falle p die Auswertung zweier Verteilungsfunktionen
an nur endlich vielen Stellen. Prizisiert wird dieses Vorgehen in Algorithmus 6.6.1.
Wie haufig die Verteilungsfunktionen F' und G ausgewertet werden miissen, héngt
bei gegebenem ¢ von der Wahl des At ab. Fiir At — 0 erhalten wir den exakten Wert
von p in (6.16). Allerdings wird sich dies auch negativ auf die Berechnungsdauer
auswirken.

Input : Verteilungsfunktionen F' und G

p(F,G) :=0; t :=0;
while t € [0,¢| do
L p(F,G) = max{p(F, G),|F(t) — G(t)|};

B W N =

t=t+ At
5 return p(F,G);

Algorithmus 6.6.1 : Ndherungsweise Berechung der Metrik p

Metrik « kann in Form von (6.17) nicht berechnet werden. Die Familie der Theta-
Exponentialpolynome ist gegen Betragsbildung nicht abgeschlossen. Fiir die néhe-
rungsweise Berechnung der Metrik  soll Algorithmus 6.6.2 verwendet werden. Im
Folgenden soll der Zusammenhang zwischen der eigentlichen Metrik und dem Al-
gorithmus gezeigt werden. Wir betrachten die Pseudometrik

K'(F, Q) :=

/w (F(t) — G(t)) dt| < k(F,G) .

Eine Pseudometrik unterscheidet sich von einer Metrik darin, dass aus £*(F,G) = 0
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6.6. Komplexititsreduzierung

nicht F' = G folgen muss. Dass es sich bei k* um eine Pseudometrik handelt, wird
unter anderem aus dem folgenden Zusammenhang deutlich. Sind X und Y Zufalls-
variablen auf R>¢ mit Verteilungsfunktionen F' bzw. G, so gilt |E[X] — E[Y]| =
k" (F,G). Erwartungswerte allein legen eine Verteilung bekanntlich nicht eindeu-
tig fest. Abgesehen davon hat x* aber den Vorteil, dass man diese Pseudometrik
bei Verwendung von Theta-Exponentialpolynomen berechnen kann, da diese gegen
Integration abgeschlossen sind. Fiir £* muss zunéchst der Integrand berechnet wer-
den. Das entstehende Theta-Exponentialpolynom wird in Algorithmus dann an den
Stellen ¢;, 1 < i < n, ausgewertet.

Mit Kenntnis der Nullstellen kénnte x auch exakt berechnet werden. Es sei im
Folgenden weiterhin H = F — G. Représentieren die ¢; mit 1 < ¢ < n — 1 die
Nullstellen der Funktion H und ist co := 0 sowie ¢, = 00, so gilt

n

w(F,G) := /OOO |F(t) = G(t)| dt =

=1

/ Y (F0) - aw)

i—1

Input : Verteilungsfunktionen F' und G

1 k(F,G) :=0;
2 fori=1,i<ndo

// H(ci,cj) = fccij F(t) — G(t)dt|, mit ¢, ¢c; € Rso
3 k(F,G) = k(F,G) + H(ci—1,¢);

'S

141+ 1;
5 return s(F, G);

Algorithmus 6.6.2 : Ndherungsweise Berechung der Metrik

Allerdings wird diese Berechnung, wie schon oben beschrieben, durch die Null-
stellenberechnung unpraktikabel. Algorithmus 6.6.2 soll ein Kompromiss zwischen
x* und k sein. Die Wahl der ¢; hat hierbei entscheidenden Einfluss auf das Ergebnis.
Letztlich berechnet Algorithmus 6.6.2 also

mit ¢g = 0 sowie ¢, < 0.

79



6. Bestimmung der Verspétungsverteilungen

6.6.2. Approximation der Gestalt einer Verteilungsfunktion

Im Rahmen dieser Arbeit wurden drei Verfahren untersucht, welche bei der Ap-
proximation einer gegebenen Verteilungsfunktion die Gestalt beriicksichtigen. Das
erste Verfahren ist das in Abschnitt 5.3.1 detaillierter betrachtete von FELDMANN
und WHITT.

Hyper-Exponentialverteilungen

Ein Argument fiir das Verfahren aus [FW98] ist dessen Einfachheit, welche sich in
einer niedrigen Rechenzeit niederschligt. Da das Verfahren fiir die Approximati-
on Hyper-Exponentialverteilungen verwendet, beschriankt sich der natiirliche An-
wendungsbereich des Verfahrens auf Verteilungen mit monotoner Dichtefunktion.
Die von uns betrachten Verteilungen der Quellverspitungen sowie die wahrend der
Verspatungsfortpflanzung entstehenden Verteilungen besitzen zum Teil gar keine
Dichtefunktion (Sprungstelle in ¢ = 0). Besitzen sie eine, muss diese nicht monoton
sein. Daher liefle sich das Verfahren aus [FW98] fiir unsere Zwecke lediglich auf
Einzelfille anwenden.

Simulation und EM-Algorithmus

Eine weitere Idee war, den EM-Algorithmus aus [TBT06] nicht nur fiir die Approxi-
mation empirischer Verteilungsfunktionen zu nutzen. Mochte man die Komplexitét
einer Verteilungsfunktionsdarstellung reduzieren, so wire ein erster Schritt die Si-
mulation der Verteilung. Aus der erhaltenen Stichprobe kann dann mittels des
EM-Algorithmus von THUEMMLER ET AL. eine weniger komplexe Darstellung einer
Hyper-Erlangverteilung gewonnen werden. Die benétigte Rechenzeit ist von mehre-
ren Faktoren abhingig. Dies ist zunéchst die Ausfiihrungszeit des EM-Algorithmus,
welche von der Stichprobengréfie und der zugelassenen Variation der in Frage kom-
menden Hyper-Erlangverteilungen abhingt. Die Ausfiihrungszeit der Simulation
selbst héngt, neben der Komplexitdt der zu simulierenden Verteilung, auch vom
speziellen Simulationsverfahren ab.

Letztlich erwies sich die Kombination aus Simulation und EM-Algorithmus zwar
als fiahig, die Komplexitit zu reduzieren. Die Verwendung des EM-Algorithmus ist
jedoch zu zeitaufwendig. Daher wurde der Ansatz nicht weiter verfolgt.

Momentenanpassung und Optimierung

Wie schon erwiihnt, gibt es umfangreiche Literatur zur Approximation von Vertei-
lungen mittels Momentenanpassungsverfahren. Beitrige, wie dabei auch die Gestalt
der Verteilungsfunktionen bertiicksichtigt werden kann, lieferten zum Beispiel JOHN-
SON und TAAFFE (s.o0.). Die verwendeten Ansétze mittels nichtlinearer Optmierung
konnen sich aber ebenfalls als zeitintensiv erweisen.
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6.6. Komplexititsreduzierung

THUEMMLER ET AL. geben dariiber hinaus in [TBT06] Losungen fiir den Fall an,
dass man sich nicht auf Hyper-Erlangverteilungen mit Komponenten gleicher Ord-
nung beschrinken mochte. Sie verwenden die Momentenanpassung allerdings nicht
direkt fiir die Approximation einer empirischen Verteilungsfunktion. Dies geschieht
zunéchst mittels ihres EM-Algorithmus. Im Anschluss existiert die Moglichkeit,
zwel Zweige der approximierten Hyper-Erlangverteilung fiir die Momentenanpas-
sung zu verwenden (s. reduzierte Momente in Abschnitt 5.3.2). Sie machten dabei
die Erfahrung, dass die mit dem EM-Algorithmus geschétzten Parameter durch die
Momentenanpassung nur unwesentlich veréndert werden. Wenn wir die Verteilun-
gen jedoch nicht simulieren wollen, ist dieses Vorgehen nicht moglich.

Da Momentenanpassungsverfahren alleine beziiglich der Gestalt einer Vertei-
lungsfunktion zu ungenau und das Losen von Optimierungsproblemen zu zeitin-
tensiv sein kodnnen, versuchten wir einen Kompromiss zu finden und schon zur
Verfiigung stehende Werkzeuge zu verwenden. Wir nutzen fiir die Approximation
bzw. Momentenanpassung Konvexkombinationen aus nur zwei Erlangverteilungen.
Die Ordnung der beiden Erlangverteilungen wird durch ri1 bzw. 72 festgelegt (s.
Seite 46). Der erste Schritt war immer, die Momentenanpassung fiir den Fall glei-
cher Ordnung zu l6sen. Dieser Fall hat den Vorteil, dass es eine eindeutige Losung
in geschlossener Form gibt. Da die anderen beiden Félle (s. Seite 46) numerische
Methoden benétigen, sollten sie nur gelost werden, wenn die Approximation fiir
den Fall gleicher Ordnung (r1 = 72 = n”) nicht exakt genug war. Die Genauig-
keit wurde iiber eine der beiden oben beschriebenen Metriken bzw. deren appro-
ximative Berechnungen gemessen. Um den Zeitaufwand gering zu halten, wurden
hier nur wenige Variationen zugelassen wie beispielsweise 1 + 1 = n* = r2 bzw.
r1 = n* = ro — 1. Der Gewinn beziiglich der Genauigkeit stand jedoch in keinem
Verhiltnis zum zusétzlichen Zeitaufwand.

Insgesamt ldsst sich festhalten, dass wir auch im Falle gleicher Ordnung bereits
iiberzeugende Ergebnisse erhalten. Deshalb wurde diese Herangehensweise Grund-
lage fiir das im néchsten Abschnitt beschriebene Verfahren.

6.6.3. Verwendetes Verfahren

Wegen der im vorherigen Abschnitt beschriebenen Erfahrungen, wurde die Idee der
Kombination von Momentenanpassungsverfahren und Optimierung hinsichtlich der
Genauigkeit der Gestalt der zu approximierenden Verteilungsfunktion nicht weiter
verfolgt. Solange keine realistischen Daten zu Quellverspatungen zur Verfiigung
stehen, scheint ein aussagekriftiger Vergleich zwischen zusétzlichem Zeitaufwand
und tatsdchlich gewonnener Genauigkeit nicht méglich. Daher wurde die zeitlich
sehr effiziente Momentenanpassung fiir die Konvexkombination zweier Erlangver-
teilungen gleicher Ordnung (r1 = r2) implementiert. Die Genauigkeit wird somit
ausschliefflich beziiglich der ersten drei Momente einer Verteilung bemessen.
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Abbildung 6.5.: Komplexititsreduzierung

Ein Vorteil dieser Vorgehensweise ist es, dass man (relativ aufwendige) Faltungs-
operationen auf Ebene der Theta-Exponentialpolynome durch die direkte Verrech-
nung der Momente ersetzen kann. Beziiglich der Genauigkeit in den Momenten
werden hier keine (zusétzlichen) Ungenauigkeiten bzw. Fehler produziert. Ein Pro-
blem ergab sich jedoch noch, wenngleich dieses in der Praxis selten auftritt. Die
Grofle n™ (s. Seite 46) geht (indirekt) als Fakultét in die Berechnung der Momente,
der Dichte- sowie der Verteilungsfunktion ein (s. Seite 38). Dies sorgt bei grofien
Werten von n* zu numerischen Problemen bzw. dazu, dass die Berechnung auf
einem Rechner nicht mehr durchgefithrt werden kann.

In der Literatur [JT89] findet man bereits Hinweise auf dieses Problem sowie den
Vorschlag, beispielsweise das dritte Moment zu verfilschen, um den Wert von n* zu
beeinflussen. Spielen fiir das Verhalten eines Warteschlangensystems etwa nur die
ersten beiden Momente eine Rolle, hétte dies keine gravierenden Auswirkungen auf
die Ergebnisse. Es sei Ny,q. € IN die grofite natiirliche Zahl, fiir die (N —1)! noch
auf dem Rechner berechnet werden kann. Weiter sei puy := E[X*] fiir 1 < k < 3.
Dann gilt Folgendes:

2
M1 2
< Npmaz <= > -1 6.18
o — po > piy ( + N7m> (6.18)
13 13 1
——2 < Npaw = pz> 2 <1 + ) (6.19)
Hips — fi5 Ha Nrmaz
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An den beiden Gleichungen wird deutlich, dass die ersten drei Momente einer
zu approximierenden Verteilung in einem bestimmen Verhiltnis zueinander stehen
miissen, damit diese Verteilung als Kombination zweier Erlangverteilungen gleicher
Ordnung dargestellt werden kann. Die Varianz einer Zufallsvariable ist natiirlich
nie negativ. Es gilt also immer p2 > p3. In (6.18) sicht man, um wie viel g, in
Abhiingigkeit von Nyuaz, echt grofer sein muss als p3. In (6.19) sehen wir einen
dhnlichen Zusammenhang zwischen dem dritten Moment und den ersten beiden
Momenten.

Eine Situation aus der Anwendung, in der eine solche Modifikation der Momen-
te grundsétzlich notwendig wére, wird gesondert behandelt. So kénnen im Zuge
der Berechnung Verspédtungsverteilungen mit groflem Erwartungswert und relativ
kleiner Varianz auftreten. Es sei in diesem Falle X die Zufallsvariable der Ver-
spatungsverteilung. Die grundlegende Idee ist, die Momentenanpassung nicht fiir
die Verteilung von X, sondern fiir die Verteilung einer Zufallsvariablen Y := X —a
mit

a:=sup{t € R>o | P(X <t) =0} (6.20)

durchzufiithren. So erhalten wir die approximierte Verteilung der Zufallsvariablen

Y. Im Anschluss wird die Verschiebung wieder riickgiingig gemacht, wir erhalten
also die Verteilung der Zufallsvariablen Z :=Y + a. Es ldsst sich leicht zeigen, dass
E[X*] = E[Z"] fir 1 <k < 3. Es gilt
EY]=E[X]—a
E[Y’| =E[X?] - 2-a-E[X] +d®
EY’| =E[X’]-3.a-E[X’]+3 -d"-E[X] - d®

und

E[Z°] = E[Y?|4+ 2 -a-E[Y] +d°
X% -2-a-E[X]+d>+2 -a- (E[X]—a) +a® = E[X?]
E[Z°| =E[Y’|+3-a-E[Y’] +3-4* E[Y] +d°
=E[X’|-3.a-E[X?]+3-d° - E[X]-d®
+3-a-(E[X?’|-2-a-E[X]+d°)
+3-a°- (B[X] —a) +d® =E[X"] .
In der Praxis wird man den Wert a aus (6.20) natiirlich ndherungsweise bestimmen.

Im folgenden Abschnitt zeigt Abbildung 6.10 ein Beispiel fiir die Vorteile einer
solchen Verschiebung der Verteilung.

83



6. Bestimmung der Verspétungsverteilungen

Eine weitere Vereinfachung findet statt, wenn fiir den Erwartungswert der Zufalls-
variablen X der zu approximierenden Verteilung E[X] ~ 0 gilt. In diesem Fall wird
die Approximation nicht als Hyper-Erlangverteilung sondern als Indikatorfunkti-
on 1gr., in Form eines Theta-Exponentialpolynoms représentiert. In Algorithmus

C.2.1 (s. Anhang) wird das Vorgehen zusammengefasst.

6.6.4. Evaluation des Verfahrens

In diesem Abschnitt wollen wir das zuvor beschriebene Verfahren zur Komple-
xitdtsreduzierung evaluieren. Dabei wird die Giite mittels der Metrik (6.16) bzw.
(n&herungsweise) Algorithmus 6.6.1 gemessen. Wir interessieren uns also fiir die
Gestalt der Verteilungsfunktion.

In Kapitel 4 haben wir bereits Hinweise erhalten, wie die Verteilungsfunktio-
nen realistischer Quellverspatungen aussehen koénnten. MEESTER und MUNS ver-
wenden in [MMO7] fiir die Modellierung von Quellverspiatungen Weibullverteilun-
gen, welche in ihrer Gestalt der (exakten) Verteilungsfunktion in Abbildung 6.6
dhneln. Dies widerspricht auch nicht den Eindriicken, die wir in Kapitel 4 erhal-
ten haben. Abbildung 6.6 zeigt ein représentatives Beispiel von Verteilungsfunktio-
nen, deren Gestalt besonders gut durch eine Momentenanpassung mittels Hyper-
Erlangverteilungen gleicher Ordnung approximiert werden kénnen. Der gemessene
maximale Abstand zwischen exakter und approximierter Verteilungsfunktion liegt
hier bei p = 0.00617428.

Weniger gut lassen sich Verteilungen approximieren, deren Verteilungsfunktionen
in ihrer Gestalt denen von Exponentialverteilungen &hneln. Zwei Beispiele hierfiir
sind in den Abbildungen 6.7 sowie 6.8 zu sehen. Dort wurden Exponentialverteilun-
gen mit Parametern 0.5 bzw. 0.1 durch Hyper-Erlangverteilungen approximiert. In
solchen Fillen kann der maximale Abstand zwischen exakter und approximierter
Verteilungsfunktion Werte im Bereich p = 0.05 annehmen.

Im Falle von Verspétungsverteilungen von Zufallsvariablen X mit P(X =0) > 0
ist die Approximation hinsichtlich der Metrik p in der Regel besser als im zuvor be-
schriebenen Fall. Als reprisentatives Beispiel ist in Abbildung 6.9 eine Verspdtungs-
verteilung gegeben, welche nach Abzug eines Puffers (s. Abschnitt 6.3.1) aus der in
Abbildung 6.8 gezeigten Verspédtungsverteilung hervorgegangen ist. Der gemessene
maximale Abstand zwischen exakter und approximierter Verteilungsfunktion liegt
hier nur noch bei p = 0.0192604.

Im vorherigen Abschnitt wurde der Sonderfall thematisiert, wenn, bei einem
ungiinstigem Verhéltnis zwischen Momenten einer Verteilung, die Momente einer zu
approximierenden Verteilung zum Teil modifiziert werden miissen. Ist der Erwar-
tungswert im Vergleich zur Varianz relativ grof3, so wird gepriift, ob die Verteilung
vor der Momentenanpassung verschoben werden kann. Der Vorteil dieses Vorgehens
wird in Abbildung 6.10 deutlich (s. Seite 90). In Abbildung 6.10(a) ist das Ergeb-
nis einer Momentenanpassung ohne vorherige Verschiebung zu sehen. Sowohl das
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Abbildung 6.6.: E[X] = 3.42685, E[X?] = 16.055, E[X?] = 94.5939,
p = 0.00617428 an Stelle t = 0.306
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Abbildung 6.7.: E[X] = 2.0, E[X?] = 8.0, E[X?] = 48.0,
p = 0.052355 an Stelle ¢ = 0.261
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zweite als auch das dritte Moment miissen modifiziert werden, um die Verteilung
auf dem Rechner darstellen zu kénnen. In diesem Beispiel gilt E[X?] = 4.6662 so-
wie E[X 3] = 10.9706. Die gemessene maximale Abweichung zwischen exakter und
approximierter Verteilungsfunktion ist mit p = 0.452332 sehr hoch. In Abbildung
6.10(b) ist Situation dargestellt, in der vor der Momentenanpassung eine Verschie-
bung der zu approximierenden Verteilungsfunktion durchgefithrt wurde. Das zweite
und dritte Moment mussten nicht modifiziert werden. Die gemessene maximale Ab-
weichung liegt schliellich bei nur noch p = 0.0523541.

Im folgenden Abschnitt wird diskutiert, wie die im Zuge der Approximationen
erfahrenen Fehler sich, bei Anwendung weiterer Operationen, fortpflanzen kénnen.
Ein Nachweis, dass sich die Fehler nicht unkontrolliert aufschaukeln, konnte durch
Vergleich mit den Ergebnissen des in Kapitel 8 vorgestellten Simulationsverfahrens
gefithrt werden. Mittels dieses Verfahrens vergleichen wir die in der Fahrplanop-
timierung (s. Kapitel 9) interessierenden Kostenfunktionswerte. Ein hiervon un-
abhéngiger Vergleich, direkt auf Ebene der resultierenden Verteilungsfunktionen,
fand in [HKKS14] statt. Als Vergleichsmodell diente ein szenarienbasierter Ansatz
der Arbeitsgruppe ,,Optimierung® der Georg-August-Universitat Gottingen. Die
Ergebnisse stimmten in hohem Mafle iiberein.

6.7. Fehlerfortpflanzung

Es seien X, Y stochastisch unabhingige, positive Zufallsvariablen mit Verteilungs-
funktionen F'x und Fy. Weiter seien X ,17 Zufallsvariablen mit Verteilungsfunk-
tionen F'g und Fy, die durch Momentenanpassung (Approximation) aus Fx bzw.
Fy hervorgegangen sind. Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie sich
durch die Approximation ergebene Ungenauigkeiten durch weitere Verkniipfungen
der Verteilungsfunktionen fortpflanzen. Bei der Auswertung (Kapitel 9) der Vertei-
lungsfunktionen interessieren wir uns fiir

1. die mittleren Verspédtungen, d.h. die zugehorigen Erwartungswerte, sowie

2. die Funktionswerte der jeweiligen Verteilungsfunktion.

Grundlage fiir die notigen Approximationen sind immer die jeweils ersten drei Mo-
mente. Nach einer Approximation bleiben wir diesbeziiglich in der Regel exakt.
Lediglich das zweite und dritte Moment kénnen in Ausnahmefillen modifiziert wor-
den sein. Es muss vermieden werden, dass sich Fehler im Zuge weiterer Operationen
unkontrolliert aufsummieren und wir ungenaue Ergebnisse erhalten.

Wir beziehen uns im Folgenden auf Aussagen aus [MMO7] und betrachten auch
an dieser Stelle die dort verwendeten Metriken fiir Verteilungsfunktionen p und <
aus (6.16) bzw. (6.17) auf Seite 77.
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(b) p =0.0523541 an Stelle t = 2.013

Abbildung 6.10.: E[X] = 2.1, E[X?] = 4.42, E[X?] = 9.326
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6.7. Fehlerfortpflanzung

6.7.1. Excess-Beyond

Es sei Z = [X — s]* sowie Z = [X — s]*. Wir betrachten zuniichst die Fehler-
fortpflanzung hinsichtlich des Erwartungswertes. Wegen der Approximation durch
Momentenanpassung gilt immer |E[X] — E[X]| = 0. Es sei fiir alle t € Rx>g

6X,X(t) ::/O (Fx(u) — F)“((’u,)) du .
Dann gilt
[E[Z] — E[Z]] = |6x % ()] -

Anschaulich hingt die Fehlerfortpflanzung davon ab, wie in dem Teil der Ver-
teilungsfunktionen, der durch die Excess-Beyond Operation gewissermafien abge-
schnitten wird, die Differenz der beiden Verteilungsfunktionen aussieht. Es exis-
tiert auch eine Schranke fiir mogliche Fehlerzuwéchse. Denn es gilt offensichtlich
|E[X] — E[X]| = 0 < w(Fx, Fg) sowie (s. [MMO7])

Ii(Fz,Fz):/ |Fx(t+s)fF)~((t+8)‘dtSIi(Fx,FX).
0

Beziiglich der Metrik « kann also der Fehler nach einer Anwendung der Excess-
Beyond Operation nie grofler werden. Gleiches gilt, wenn wir die Fehlerfortpflan-
zung hinsichtlich der Gestalt der Verteilungsfunktionen betrachten. Es gilt offen-
sichtlich (s. [MMOT7])

p(Fz,Fz) = sup{|Fx(t+s) — Fg(t+s)| |t € Ryo} < p(Fx, Fg) -

6.7.2. Faltung

Essei Z =X +Y sowie Z = X +Y. Es gilt Fz = Fx * Fy sowie Fy = Fg * Fy.
Statt die Faltungsoperation zu verwenden, machen wir jedoch von der Linearitéit
des Erwartungswertes Gebrauch, indem wir die jeweils ersten drei Momente direkt
miteinander verrechnen (s. (6.7)). Da X und ¥ nach Annahme jeweils mittels Mo-
mentenanpassung aus X bzw. Y hervorgegangen sind, verursacht dieses Vorgehen
keinen Fehler beziiglich der Erwartungswerte, d.h.

|E[Z] —E[Z]] =0.

Uber den Fehler beziiglich der Gestalt der Verteilungsfunktion, d.h. p(Fz, F3), lasst
sich nur schwer eine allgemeine Aussage treffen. Dieser kann sowohl zunehmen als
auch abnehmen. Er hingt von der Giite der Momentenanpassung hinsichtlich dieses
Kriteriums ab. Er wird in Folge aufeinander folgender Faltungsoperationen nicht
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beliebig anwachsen sondern ist erfahrungsgemifl in der Regel durch p ~ 0.05 nach
oben beschrénkt (s. Abschnitt 6.6.4).

Werden die Momente nicht direkt miteinander verrechnet, sondern wird statt-
dessen auf die tatséchliche Faltungsoperation zuriickgegriffen, so konnen die Fehler,
vergleichbar zum im folgenden Abschnitt betrachteten Produkt zweier Verteilungs-
funktionen, maximal linear anwachsen.

6.7.3. Produkt

Es sei Z = max{X,Y} sowie Z = max{X,Y}. Hier gilt Fz = Fx - Fy sowie
F; = F4-Fy. Das Produkt wird, im Gegensatz zur Faltungsoperation im vorherigen
Abschnitt, immer mittels der entsprechenden (exakten) Operation auf Ebene der
Theta-Exponentialpolynome berechnet. Es werden also keine Momente miteinander
verrechnet. Fiir den Fehlerzuwachs existieren die folgenden Schranken (s. [MMO07]).
Es gilt |E[Z] — E[Z]| < K(Fz, F3) und

k(Fz,Fz) < k(Fx, Fg) + s(Fy, Fy) ,
p(Fz,Fz) < p(Fx,Fg) + p(Fy, Fy) .

6.8. Topologische Sortierung

MEESTER, MUNS weisen in [MMO7] darauf hin, dass man fiir die Berechnung der
Verspatungen bzw. der Verspatungsverteilungen zunéchst eine zuldssige Berech-
nungsreihenfolge bendtigt. Ob es eine solche gibt, héngt im Rahmen unserer An-
wendung, d.h. ohne Beriicksichtigung von Zugfolgerestriktionen, von den Umstei-
gebeziehungen zwischen den Linien ab. Wollen wir die Verspatungsverteilung eines
Abfahrtsereignisses einer Linie in einer Umsteigestation bestimmen, so miissen wir
zuvor bereits die Verspatungsverteilungen der Ankunftsereignisse aller Zubringer
bestimmt haben. So muss in allen Umsteigestationen verfahren werden. Wir erhal-
ten eine zuléssige Sortierung aller Ereignisse genau dann, wenn kein Kreis beziiglich
der Umsteigebeziehungen bzw. kein Kreis im Anschlussgraphen existiert.

Wir betrachten das Streckennetz aus Abbildung 6.11(a). In der graphischen Dar-
stellung des Streckennetzes ist ein Kreis erkennbar, der die Stationen Sa, S3, Ss
und Ss enthélt. Dies ist jedoch nicht gleichbedeutend mit der Existenz eines Krei-
ses im Anschlussgraphen. Entscheidend ist hier, ob in den Stationen S; und Ss
Umsteigebeziehungen zwischen den Linien L; und Ly existieren. Hierfiir spielen
die kiirzesten Reisewege fiir Passagiere aus Kapitel 9 eine Rolle. Denn nur entlang
dieser kiirzesten Reisewege existieren Umsteigebeziehungen.

Wir nehmen nun an, dass zuvor erwahnte Umsteigebeziehungen existieren. Dann
zeigt 6.11(b) den zum Streckennetz aus Abbildung 6.11(a) gehérenden Kreis im An-
schlussgraphen. Der Anschlussgraph komprimiert Informationen des Ereignis-Ak-
tivitdtsnetzwerkes. Er liefert fiir die Suche einer zuléssigen Berechnungsreihenfolge,
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top(Ss, L
S Stop(s;), L]) :m_s)l)

F /_) 3_\g g P change(Ss, L1, L)
L 4
._) S (—2 ° change(Sa, La, L1) L]
.(—/ . «—0 stop(Ss, L2)
Nl stop(Sz, L2)
(a) Streckennetz (b) Anschlussgraph

Abbildung 6.11.: Bei wechselseitigen Zubringerbeziehungen der Linien L, L2 € £
ist keine topologische Sortierung moglich.

d.h. einer zuldssigen Reihenfolge aller Ereignisse, die passende Datenstruktur. Es
existiert eine zulissige Berechnungsreihenfolge genau dann, wenn der Anschluss-
graph keinen Kreis enthilt. Aus der Graphentheorie ist bekannt, dass die Kreisfrei-
heit dquivalent zur Existenz einer topologischen Sortierung der Knoten des Graphen
ist. Die Suche einer topologischen Sortierung kann mittels eines Tiefensuchealgo-
rithmus durchgefiihrt werden.

Wie die Sortierung fiir die Bestimmung der Verspatungsverteilungen verwendet
wird, und insbesondere wie wir mit Kreisen im Anschlussgraphen umgehen, wird
in Kapitel 7 behandelt.

6.9. Stochastische Abhingigkeiten

Bei den in Abschnitt 6.3 diskutierten Verspitungsoperationen wurde hiufig die
stochastische Unabhéngigkeit der miteinander zu verrechnenden Zufallsvariablen
vorausgesetzt. In der Literatur zu ganzzahliger linearer Programmierung findet man
eine analoge Forderung, die never-meet Annahme (s. [Sch07]). Sie wird dort fiir die
Korrektheit der Linearisierung im Rahmen des Verspidtungsmanagement Problems
vorausgesetzt. BUKER hat sich in [Biil0] ebenfalls intensiver mit der Verletzung
stochastischer Unabhéangigkeit beschéftigt. Er hélt dazu abschlieBend fest, dass man
im Allgemeinen, durch die Verrechnung der Verspidtungen mit Zeitpuffern, keine
signifikant fehlerhaften Ergebnisse erhilt.

Wir erlautern im Folgenden, wann stochastische Unabhéngigkeit in der Praxis

L S1 Sa
o—l>o/\o—>o

\/

Abbildung 6.12.: Ungerichteter Kreis
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nicht vorausgesetzt werden kann. Fiir diesen Fall zeigen wir, wann und wie sich die
Verletzung der stochastischen Unabhéngigkeit wihrend der Berechnung der Ver-
spatungsverteilungen vermeiden lésst. Wir betrachten nun den ungerichteten Kreis
im Streckennetz in Abbildung 6.12. Dieser fithrt im Falle existierender Umsteige-
beziehungen in den Stationen S; und Sz auch zu einem ungerichteten Kreis im
Anschlussgraphen. Existieren nur gerichtete Kreise, stellt dies beziiglich der gefor-
derten stochastischen Unabhéngigkeit kein Problem dar. Dieses Problem tritt nur
dann auf, wenn zwei in ein Maximum eingehende Zufallsgroflen hinsichtlich der
Verspatungsfortpflanzung einen gemeinsamen Ursprung besitzen.

Anschaulich ist die Abhéngigkeit der Ankunftsverspatungen der Linien Lo und
L3 in Station S> schnell offensichtlich: Ist die Ankunft Linie L; in Station S; hin-
reichend stark verspétet, so verspétet sich dadurch sowohl die Abfahrt von Linie
L2 als auch die von Linie L3. Enthélt der Fahrplan nun keine entsprechend grofien
Puffer fiir die jeweiligen Fahrten von S; nach Sz, so wird sich die von Linie L; auf
die Linien Lo und L3 iibertragene Verspdtungen bis zur Station S» fortpflanzen.

Im Folgenden betrachten wir die zugehorige formale Darstellung. Fiir die Ab-
fahrtsereignisse der Linien Lo, L3 in S gilt

Y (dep, S1, L2) = [Y (arr, S1, L1) — s(change,Sl,Ll,Lg)]+ , (6.21)
Y (dep, S1, Lz) = [Y (arr, S1, L) — s(change, S1, L1, L3)] " . (6.22)

Es folgen die Fahrten von S7 nach Ss.

Y (arr, Sz, La) = [Y (dep, S1, La) + D(drive, S, Sa, L) — s(drive, S, S2, L2)]"

(6.23)
Y (arr, Sz, L) = [Y (dep, S1, Ls) + D(drive, S1, So, L) — s(drive, S, S2, L3)]"
(6.24)
Fiir die Abfahrt der Linie L4 in S2 gilt
Y (dep, S2, Ls) = max{Y (arr, S2, L2) — s(change, S2, L2, L4),
Y (arr,S2, L3) — s(change, S2, Ls, L4),0} (6.25)

Zusammengesetzt erhdlt man

Y (dep, Sz, L4) = max {[Y(dep7 S1, L2) + D(drive, S1,S2, L2)
— s(drive, S1, Sa, Lg)ﬁ — s(change, Sa2, La, L4),
[Y (dep, S1, L3) + D(drive, S1, Sz, L3)
— s(drive, S1, Sa, Lg)ﬁ — s(change, Sa2, L3, L4), 0}
= max { max{Y (dep, S1, L2) + D(drive, S1, S2, L2)
— s(drive, S1,S2, L2),0} — s(change, Sa, L2, L4),
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max{Y (dep, S1, Ls) + D(drive, S1, S2, L3)
— s(drive, S1, S2, L3),0} — s(change, Sa, L, L4), 0}

= max { max{[Y (arr, S1, L1) — s(change, S1, L1, L)t (6.26)

+ D(drive, S1,S2, L2)

— s(drive, S1, S2, L2),0} — s(change, Sa, L2, L4),

max{[Y (arr, S1, L1) — s(change, S1, L1, L3)|*

+ D(drive, S1,S2, L3)

— s(drive, S1, S2, L3), 0} — s(change, Sz, Ls, L), 0}
= max { max { max{Y (arr, S1, L1) — s(change, S1, L1, L2),0}

+ D(drive, S1,S2, L2)

— s(drive, S1, S2, L2), O} — s(change, Sa, L2, L4),

max { max{Y (arr, S1, L1) — s(change, S1, L1, L3), 0}

+ D(drive, S1,S2, L3)

— s(drive, S1, S2, L3), O} — s(change, Sa, L3, L4), O} .

Bei der Berechnung Verteilungsfunktion von Y (dep, S2, L4) kann man schrittweise,
in der Reihenfolge der Gleichungen (6.21)-(6.25), vorgehen. In diesem Fall wird man
jedoch einen Fehler machen, wenn man das Produkt der Verteilungsfunktionen der
stochastisch abhéngigen Zufallsvariablen

max { max {Y(arr, S1, L1) — s(change, S1, L1, L2), 0} + D(drive, S1,S2, L2)
— s(drive, S1, S2, L2), 0} — s(change, Sa, La, L4) (6.27)
und
max { max {Y(arr, S1,L1) — s(change, S1, L1, L3), 0} + D(drive, S1,S2, L3)
— s(drive, S1, S, L), 0} — s(change, Sa, L3, L) (6.28)

aus (6.26) bildet. In beiden Ausdriicken ist die Verspdtung Y (arr, S1, L1) enthal-
ten. Die Auswirkungen machen wir uns an einem noch weiter vereinfachten Beispiel
deutlich. Wir gehen davon aus, dass es im Beispiel aus Abbildung 6.12 weder Puf-
fer noch positive Quellverspiatungen gibt, d.h. Y (arr, S2, L2) = Y (arr, Sz, Ls) =
Y (arr,S1,L1) und

Y (dep, S2, L4) = max{Y (arr, S, L2),Y (arr, Sz, L3)} (6.29)

(vgl. Gleichung (6.25)).
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Wir berechnen die zugehorige Verteilungsfunktion wie oben beschrieben. Es wire
korrekt, wenn wir aus (6.29) zunéchst

Y (dep, Sa, L4) = max{Y (arr, S1, L1),Y (arr,S1,L1)} = Y (arr, S1, L1)

und somit
By (dep,Sa,04) = Fy (arr,S1,L1) (6.30)
folgerten. Stattdessen betrachten wir zwei i.i.d.-verteilte Zufallsvariablen
Y(arr,S1,L1)1 und Y(arr,S1,Li)2

mit Verteilungsfunktion Fy (qrr,s,,z,) und

Y (arr,S2,L2) =Y (arr,S1,L1)1 , Y(arr,S2,Ls) =Y (arr,S1,L1)2 .
Es gilt dann fiir alle t € R

FY(dep,Sg,L4)(t) - FY(arr,Sg,Lg)(t) . FY(a,'r'r,SQ,Lg)(t) - FY(CL’I"I‘,Sl,Ll)(t)2 . (631)

Offensichtlich folgt (6.30) > (6.31). Der absolute Fehler in (6.31) ist fiir alle ¢ € R
daher FY(ar'r,Sl,Ll)(t) - FY(arr,Sl,Ll)(t)2~
Wir gehen im Folgenden wieder zuriick zu den Verhéltnissen in Gleichung (6.26).
Wollen wir verhindern, bei der Berechnung der Verteilungsfunktion einen Feh-
ler zu machen, miissen wir eine Situation wie in (6.27) und (6.28) vermeiden.
Y (arr, S1, L1) darf nicht gleichzeitig in Zufallsausdriicken enthalten sein, von deren
Maximum die Verteilungsfunktion berechnet werden soll (vgl. vereinfachtes Beispiel
oben). Wir formen (6.27) und (6.28) um in
max{Y (arr, S1, L1) — s(change, S1, L1, L2) + D(drive, S1, S2, L2)
— s(drive, S1,S2, L2) — s(change, Sa2, L2, L4),
D(drive, S1,S2, L2) — s(drive, S1, S2, L2) — s(change, S2, L2, L4),
— s(change, Sa, L2, L4)}

bzw.

max{Y (arr, S1, L1) — s(change, S1, L1, L3) + D(drive, S1, S2, L3)
— s(drive, S1, S2, Ls) — s(change, S2, L, L4),
D(drive, S1,S2, L3) — s(drive, S1,S2, Ls),
— s(change, S2, L3, L4)} .

Fiir Y (dep, Sz, L4) gilt schliefllich
Y (dep, Sa, L4) =
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max {Y(arr, S1, L1) + max {D(drive, S1, 82, L2)
— s(drive, S1,S2, L2) — s(change, S2, L2, L4),
D(drive, S1,S2, L3) — s(drive, S1, S2, L3) — s(change, Sa, L3, L4)},
D(drive, S1,S2, L2) — s(drive, S1, S2, L2) — s(change, S2, L2, L4),
D(drive, S1, S, Ls) — s(drive, S1, Sa, Ls) — s(change, Sz, L3, Ls), 0} .

Die Verteilungsfunktion solcher Zufallsausdriicke kann mit Hilfe der Theta-Ex-
ponentialpolynome (Produkt von Verteilungsfunktionen) berechnet werden. Die
Berechnung wird jedoch aufwendiger. Auflerdem miisste der Anschlussgraph hin-
sichtlich vorkommender ungerichteter Kreise untersucht werden. Sobald wir durch
die Hinzunahme von Anschlusssicherungsstrategien (s. Abschnitt 6.4) in unsere Mo-
dellierung zusétzlich auch das Minimum vom Zufallsvariablen berechnen miissen,
ist das zuvor beschriebene Vorgehen nicht mehr moglich.
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7. Verspatungsfortpflanzung in kreisartigen
Strukturen
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In diesem Kapitel wird die langfristige Entwicklung der Verspatungsfortpflanzung
in kreisartigen Strukturen des Anschlussgraphen untersucht. Grundlage fiir die Be-
obachtung der Verspatungsfortpflanzung bzw. -entwicklung ist die Idee einer iterati-
ven Bestimmung der Verteilungsfunktionen von Abfahrts- und Ankunftsereignissen
in solchen Strukturen. Es wird der Frage nachgegangen, unter welchen Bedingun-
gen die Verteilungsfunktionen konvergieren. Zunéchst wird hierfiir nur ein Teil der
Struktur betrachtet. Im Anschluss werden die so gewonnenen Ergebnisse verallge-
meinert und auf die Situation in der kompletten Struktur iibertragen. Nachdem
der Einfluss unterschiedlicher Sortierungen empirisch untersucht wurde, wird ein
Verfahren vorgestellt, das eine sinnvolle Sortierung der Ereignisse fiir das iterative
Vorgehen liefert.

7.1. Modellierung

7.1.1. Kreisartige Strukturen

Zu Beginn legen wir die grundlegende Notation fest und definieren Kreise im An-
schlussgraphen.
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Definition 7.1.1 (Kreis).
Im Anschlussgraphen & = (0, €) bildet der durch K = (V1, Va, ..., Vy) symbolisierte
Teilgraph einen (gerichteten) Kreis, falls

(i) VieD firl<i<n,

(i) ViV firl<i<j<mnund

(iii)  (Vi,Vig1) € € fiir 1 <i <n mit Vyyq = V3.

Mit Ke wird die Menge aller Kreise des Anschlussgraphen & bezeichnet. Des Wei-
teren ist Vi die Menge der Knoten des Kreises K € Keg.

Die Relation R C K¢ X Kg ist definiert durch R = {(K;, K;) € Ko x Ks | Vi, N
Vi; # 0}. R sei die zugehorige transitive Hiille der Relation.

Definition 7.1.2 (Kreisvereinigung).
Eine Kreisvereinigung ist eine Mengen M C Ke von Kreisen des Anschlussgra-
phen & fiir die gilt

(Z) VK17K2€M: K1 R+ KQ,
(ZZ) vV K1 ¢ MY Ky e M _\(K1 RT Kz).

VYV ist die Menge aller in den Kreisen der Kreisvereinigung M enthaltenen Knoten.
Die Menge aller Kreisvereinigungen des Anschlussgraphen wird mit Mg bezeichnet.

Gemiéf dieser Definition enthélt eine Kreisvereinigung nur Kreise. Sie représentiert
einen maximal zusammenhéngenden Teilgraphen des Anschlussgraphen. In der Gra-
phentheorie nennt man diese Teilgraphen starke Zusammenhangskomponenten.

Definition 7.1.3 (Singulire Knoten).
Ein Knoten V € U des Anschlussgraphen & = (0, €) heifft singuldrer Knoten
genau dann, wenn

VMeMg: -(3KeM: VeEVk).

Jeder singulire Knoten ist also in keiner der Kreisvereinigungen des Anschlussgra-
phen enthalten. Die Menge der singuldren Knoten des Anschlussgraphen & wird mit
T bezeichnet.

Im Folgenden bezeichnet Og := Mg UZs die Menge aller Kreisvereinigungen und
singuldren Knoten. Diese Menge bildet spiter die Knotenmenge eines neuen Gra-
phentyps. Zuvor definieren wir noch die Nachfolger bzw. Vorgénger von Kreisver-
einigungen im Anschlussgraphen. Diese sind selbst entweder eine Kreisvereinigung
oder ein singulédrer Knoten.
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Definition 7.1.4 (Kreisvereinigungsgraph).

Es sei & = (U, €) ein Anschlussgraph. Der Kreisvereinigungsgraph MM = (Os,
Es) besitzt als Knotenmenge O = Mg UZs. Die Kantenmenge Eg ist anschaulich
eine Teilmenge der Kantenmenge des Anschlussgraphen. Fiir O;,0; € Og gilt e :=
(0i,0;) € Es, falls O; Vorginger von O; bzw. O; Nachfolger von O; im Sinne der
Definition 7.1.5, Definition 7.1.6 bzw. Definition 3.4.2 ist.

Definition 7.1.5 (Nachfolger von Kreisvereinigungen).

Nachfolger von Kreisvereinigungen M € M im Kreisvereinigungsgraphen 9 sind
Objekte aus O . Fin singulirer Knoten V™ ist Nachfolger einer Kreisvereinigung
M, falls er Nachfolger eines Knoten V aus M ist. Eine Kreisvereinigung M™ ist
Nachfolger einer anderen Kreisvereinigung M, falls sie einen Knoten V* enthdlt,
der Nachfolger eines Knoten V' aus M ist.

(i) V* €ZIs Nachfolger von M, V* € Gueogn(M), genau dann, wenn

IKeEMIVEVK: V' € Bucs(V),

(ii) M* € Mg Nachfolger von M, M* € Gueom (M), genau dann, wenn

FKEMIK eM IVeKIV eK": V' eBue(V) .

Definition 7.1.6 (Vorginger von Kreisvereinigungen).

Vorginger von Kreisvereinigungen M € Mg im Kreisvereinigungsgraphen M sind
Objekte aus Og. Ein singulirer Knoten V* ist Vorginger einer Kreisvereinigung
M, falls er Vorginger eines Knoten V aus M ist. Fine Kreisvereinigung M”* ist
Vorginger einer anderen Kreisvereinigung M, falls sie einen Knoten V* enthilt,
der Vorgdnger eines Knoten V' aus M ist.

(i) V* €ZIs Vorginger von M, V* € Pregr (M), genau dann, wenn
IKeMIVEVk: V' e Prey(V),

(i) M* € Me Vorgdnger von M, M* € Pregy (M), genau dann, wenn

TKEMIK eM IVEKIV eK : V' e Preg (V) .

Wie erinnern uns, dass fiir die korrekte Berechnung der Verteilungsfunktionen
in den Knoten des Anschlussgraphen eigentlich eine topologische Sortierung aller
Knoten vorliegen muss. Eine topologische Sortierung liegt genau dann vor, wenn
jeder Knoten erst dann besucht wird, wenn zuvor bereits alle Vorgéinger des Knoten
besucht wurden. Beziiglich der zu bestimmenden Verteilungen heifit das anschau-
lich, dass alle Informationen iiber Verspidtungen vorhanden sein miissen, welche
die aktuell zu bestimmende Verspatungsverteilung beeinflussen. Existieren jedoch
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Kreise, werden wir fiir Knoten innerhalb eines Kreises zunéchst nur unvollstindige
Information iiber aus Vorgédngerknoten iibertragene und somit in die Berechnung
einflieende Verspiatungen haben. Wir zeigen nun, dass fiir die Knoten des Kreis-
vereinigungsgraphen stets eine topologische Sortierung existiert. Der Kreisvereini-
gungsgraph ist also immer kreisfrei. Ist die Sortierung erstellt, miissen wir nur noch
eine sinnvolle Sortierung der Knoten innerhalb der Kreisvereinigungen finden.

Satz 7.1.7.

Es sei & = (0, €) ein gegebener Anschlussgraph und M = (Os,Es) der zugehirige
Kreisvereinigungsgraph. Dann existiert fiir Elemente aus Og immer eine topologi-
sche Sortierung.

Beweis. Die Existenz einer topologischen Sortierung fiir die im Anschlussgraphen
enthaltenen Kreisvereinigungen und singuldren Knoten ist dquivalent zur Kreisfrei-
heit im Kreisvereinigungsgraph. Die Aussage des Satzes ist trivial. Isolierte Knoten
konnen gemif ihrer Definition nie Teil eines Kreises aus & sein. Daher kénnen sie
auch in 9 nicht Element eines Kreises sein. Wéren zwei Kreisvereinigungen Teil
eines Kreises in 91, so bildeten sie zusammen eine Kreisvereinigung (starke Zusam-
menhangskomponente), die mehr Kreise umfasst als beide einzeln. Dies widerspricht
ihrer Definition. g

Grundlage fiir das weitere Vorgehen in diesem Kapitel ist die Idee, die Verspa-
tungsverteilungen iterativ zu bestimmen. Fiir die iterative Bestimmung der Ver-
spatungsverteilungen innerhalb einer Kreisvereinigung suchen wir eine Sortierung
aller enthaltenen Knoten. Ein Schritt der Iteration steht dann fiir die einmalige
Berechnung aller Knoten der Kreisvereinigung geméf dieser Sortierung. Dabei ge-
hen fiir jeden Knoten sowohl die von Vorgéngerknoten iibertragenen Verspatungen
als auch die im aktuell betrachteten Knoten auftretenden Quellverspitungen in die
Berechnung ein. Im ersten Iterationsschritt gibt es immer mindestens einen Knoten,

07

“
<!

® Singulidrer Knoten

1.} Kreisvereinigung

BN
SN

Os5 1" ® Os

~—

-

Abbildung 7.1.: Beispiel eines Kreisvereinigungsgraphen
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Abbildung 7.2.: Kreisvereinigung und singulédrer Knoten

der einen Vorgénger besitzt, dessen Verspatungsverteilungen noch nicht bestimmt
wurden. Die von diesen Vorgéingern iibertragenen Verspdtungen werden daher im
ersten Iterationsschritt als identisch 0 angesehen. In allen weiteren Iterationsschrit-
ten sind die Verspatungsverteilungen in allen Knoten mindestens einmal bestimmt
worden. Es wird dann der jeweils aktuelle Stand der Verspatungsverteilungen der
Vorgéingerknoten verwendet. Die Iteration bricht ab, wenn die Verspédtungsvertei-
lungen in allen Knoten hinreichend gut approximiert wurden. Dies kénnte in der
praktischen Anwendung beispielsweise der Fall sein, wenn die Verédnderung der Er-
wartungswerte der Verspéatungsverteilungen beziiglich zweier aufeinander folgender
Iterationsschritte unter eine vorgegebene Schranke fillt.

Input : Sortierter Vektor S aller Knoten der Kreisvereinigung

1 for i =0; ¢ < S.size(); i+ + do
2 L S[i].SetzeVerspaetungenldentischNull();
3 while Genauigkeit der Approzimation der Verspitungsverteilungen nicht
ausreichend do
for i = 0; i < S.size(); i+ + do
S[i].BestimmeVerspitungsverteilungen(Mit allen
L VorgaengerKnoten);

SN

Algorithmus 7.1.1 : Iterative Bestimmung der Verteilungsfunktionen in
Kreisvereinigungen

Bei einer solchen Vorgehensweise sind insbesondere die folgenden beiden Fragen zu
beantworten:

1. Welche Voraussetzungen miissen fiir die Konvergenz der Verspatungsvertei-
lungen erfiillt sein?
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2. Welchen Einfluss hat die der Iteration zu Grunde liegende Sortierung der
Knoten der Kreisvereinigung auf die Ergebnisse?

Zunéchst betrachten wir die Situation in Abbildung 7.4. Hier ist eine vereinfachte
Tllustration fiir die allgemeine Situation in einem Kreis gegeben, der Element einer
Kreisvereinigung ist. Fiir diesen Fall wird erldutert, wie sich Verspatungen fort-
pflanzen (s. Abschnitt 7.1.2). Hierauf aufbauend werden anschliefend in Abschnitt
7.2 Bedingungen fiir die Konvergenz der Verteilungsfunktionen hergeleitet und der
Einfluss unterschiedlicher Sortierungen diskutiert. In Abschnitt 7.3 zeigen wir, un-
ter welchen Voraussetzungen die Grenzfunktionen Verteilungsfunktionen endlicher
Zufallsvariablen sind. Auch die Eindeutigkeit der Grenzverteilungsfunktionen wird
hier untersucht. Der Einfluss unterschiedlicher Sortierung Einfluss auf die Konver-
genzgeschwindigkeit wird in Abschnitt 7.5 experimentell nachgewiesen. Zuletzt wird
in Abschnitt 7.4 eine sinnvolle Sortierung vorgestellt, die im Allgemeinen zu guten
Ergebnissen fiihrt.

7.1.2. Verspatungsfortpflanzung

Im Rahmen unserer Untersuchungen stiitzen wir uns unter anderem auf den Artikel
[Loy62] von LOYNES. Dort wird die Verteilung der Wartezeit W;, des n-ten Kunden
in einem Bediensystem mit einem Bediener untersucht. In Abbildung 7.3(a) wird
die Situation illustriert. Das betrachtete System enthélt nur einen Bediener. An-
kommende Kunden werden erst bedient, wenn alle zuvor angekommenen Kunden
bereits bedient wurden. Die Wartezeit des n+ 1-ten Kunden im System héngt daher
von folgenden Zufallsgrofien ab:

e Die Wartezeit des n-ten Kunden (des Vorgéingers): W,
e Die Bedienzeit des n-ten Kunden: S,

e Die Zeit, die zwischen seiner Ankunft und der Ankunft des n-ten Kunden
vergeht: T),

Es wird angenommen, dass fiir alle n € IN sowohl S,, < oo (P-f.s.) als auch T), < oo
(P-f.s.) gilt. Kommt ein Kunde zu einem Zeitpunkt ins Bediensystem, zu dem der
zuvor angekommene Kunde noch warten muss, so muss er die Wartezeit seines
Vorgéangers, abziiglich der Zeit, die er noch nicht im System war, selbst abwar-
ten. Zusétzlich muss er bis zu seiner eigenen Bedienung noch die Bedienzeit seines
Vorgéngers abwarten. In [Loy62] wird angenommen, dass der erste Kunde im Sys-
tem sofort bedient wird, d.h. W7 = 0. Mit U,, := S,, — T, gilt fiir alle n € IN somit
Wot1 = fF(Wy,Uy) i= [Wn + Un]" := max{W,, + U,, 0}.

In Abbildung 7.3(b) wird dargestellt, wie die Situation im beschriebenen Be-
diensystem auf die Situation von Verspatungen im Bahnverkehr iibertragen werden
kann. Statt Wartezeiten betrachten wir dort Abfahrtsverspiatungen Y, in Station n.
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Ui Us Us
[ [ [ ®-->
Wi Wo W3 Wy

(a) Wy: Wartezeit der Kunden

A1 Az Ag
[ ] [ J [ J ®-->
Y1 Yo Y3 Y

(b) Y,,: Verspitung der Abfahrtsereignisse

Abbildung 7.3.: Analogie zwischen Wartezeit im Bediensystem und Verspdtung im
Bahnverkehr

Die Bedienzeiten werden ersetzt durch Quellverspiatungen D,. Statt Zwischenan-
kunftszeiten benutzen wir deterministische Puffer s,, und definieren A,, := D,, — s,
fiir alle n € IN. Wir starten in Station S; mit Verspéatung Y7 = 0 und betrachten
nur Quellverspdtungen und zeitliche Puffer auf Strecken. Dann ergeben sich die Ab-
fahrtsverspitungen in den folgenden Stationen gerade gemif Yn41 = f(Yan,An) =
[Yn+An]". Wegen dieser Analogie zwischen Wartezeiten und Verspétungen, konnen
wir einen Teil der Resultate aus [Loy62] auf das Problem der Verspatungsfortpflan-
zung anwenden.

Der Grund, dass wir manche Ergebnisse aus [Loy62] nicht direkt anwenden
kénnen, liegt in der Annahme von LOYNES, dass die Folge (U )nen stationér ist, d.h.
insbesondere identisch verteilte Folgenglieder hat. Diese Bedingung ist im Bahn-
verkehr sicherlich unrealistisch, da hier analog die Quellverspéatungen (Dn)nen auf
den Strecken stationér sein miissten. Diese werden sich jedoch im Allgemeinen
hinsichtlich ihrer Verteilung unterscheiden. Die fiir unsere Untersuchungen verwen-
dete (realistischere) Modellierung unterscheidet sich jedoch auch von der bisher
erlduterten. Denn statt Ziige entlang einer (unendlich langen) Folge verschiedener
Strecken fahren zu lassen, betrachten wir Ziige, die sich innerhalb von Kreisver-
einigungen bewegen. In Abbildung 7.4(a) wird ein einzelner Kreis der Kreisverei-
nigung betrachtet. Die Situation auf Ebene des Streckennetzes wird in Abbildung
7.4(b) dargestellt. Diese stark vereinfachte Modellierung der allgemeinen Situation
ist fiir unsere Fragestellungen immer noch ausreichend. Die Vereinfachung besteht
unter anderem darin, dass jeder Knoten des Kreises genau ein Abfahrts- und ein
Ankunftsereignis enthélt. Der Fahrt zwischen den beiden zugehorigen Stationen
wird eine Quellverspdtungsverteilung sowie ein deterministischer zeitlicher Puffer
zugewiesen. Die Knoten sind entweder durch eine Halte- oder eine Umsteigeakti-
vitdt miteinander verbunden. Es werden zur Vereinfachung der Modellierung kei-
ne zu Halte-Aktivititen gehorenden Quellverspiatungen und Puffer beriicksichtigt,
denn diese sind beziiglich der Verspatungsfortpflanzung gleichwertig zu zusétzli-
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o /:lf\ . \/»1\/

So Sa
Ay Ay
Cv, Cv

—e X —>e 5

' Ar Il
Cy,. v, C Sr
7 \ol-/ ‘/ \ :

CVr71 I C‘/r—l I

(a) Anschlussgraph (b) Streckennetz

Abbildung 7.4.: Vereinfachte allgemeine Situation fiir Verspatungsfortpflanzung in
einem Kreis

chen Quellverspdtungen und Puffern der jeweils vorangehenden Fahraktivitdt. Mit
analoger Begriindung werden auch keine Puffer von Umsteigekanten betrachtet.
Fiir die Beantwortung der Frage, ob sich die Verspatungen stabilisieren, erweist es
sich als gleichwertig, diesen Puffer als zusétzlichen Puffer fiir die vorangehenden
Fahraktivitdt zu behandeln.

Die Verspdtungen bzw. deren Verteilungsfunktionen werden von uns iterativ,
mittels mehrmaligen Durchlaufens der Knoten des Kreises, bestimmt. In den fol-
genden Abschnitten interessieren wir uns im Rahmen der Untersuchung der Ver-
spatungsfortpflanzung insbesondere fiir die Grenzverteilungsfunktion des jeweiligen
Abfahrtsereignisses eines jeden Knotens. Die Verspatungsfortpflanzung innerhalb
der Knoten wird in jedem Iterationsschritt von, beziiglich der Iterationsschritte,
identischen (Zeitpuffer) bzw. identisch verteilten (Quellverspétungen) Grofien be-
stimmt. Wir bestimmen keine gemeinsame Verteilung sondern Randverteilungen.

Definition 7.1.8.
Wir betrachten die Knoten eines Kreises K € M der Kreisvereinigung M. Fir
1<i<r,r=|Vk|, sei fiir alle n € IN im n-ten Iterationsschritt

(i) A(n) D<") s; die Differenz aus Quellverspitung und Puffer der Fahrakti-
vitdt in Knoten Vi bzw. auf Strecke (Si, Si+1),

(ii) Cg‘i) die tber Umsteigeaktivititen auf das Abfahrtsereignis des Knotens V;
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bzw. in Station S; ibertragene Verspdtung von Zubringern, welche die Station
von auflerhalb des Kreises erreichen, sowie

(i) Yi;‘i) die Verspdtung des ersten Abfahrtsereignisses des Knotens V; in Station

Gemif dieser Definition ist fiir festes ¢ € {1,2,...,r}

° (Dg,? ))ng]N eine Folge identisch verteilter, stochastisch unabhéingiger sowie
nicht-negativer Zufallsvariablen,

° (AEZ))”E]N eine Folge identisch verteilter und stochastisch unabhéngiger Zu-
fallsvariablen und

° (Cé,j))ngm ein Folge nicht-negativer Zufallsvariablen.

Eine genauere Analyse, welche Verspatungen die Zufallsvariablen (C‘(/:L))nen\j re-
présentieren, erfolgt weiter unten in Bemerkung 7.1.10. Wir setzen nun voraus, dass
fiir die Knoten des Kreisvereinigungsgraphen (s. Abbildung 7.1) eine topologische
Sortierung erstellt wurde. Nach Satz 7.1.7 ist dies immer moglich. Verteilungsfunk-
tionen von singuldren Knoten oder Kreisvereinigungen, die in der topologischen
Sortierung vor der aktuell betrachteten Kreisvereinigung stehen, wurden schon be-
stimmt. Dies entspricht dem ersten Schritt in Abbildung 7.5. In jedem Iterations-
schritt n € IN wird die Entwicklung der Verspadtungen innerhalb des betrachteten
Kreises der Kreisvereinigung von, beziiglich der Iterationsschritte, identisch verteil-
ten Verspitungen (Ag}:))nem und Verspitungen (C‘(,:L))nem von Knoten innerhalb
bzw. aulerhalb des Kreises beeinflusst. In Abbildung 7.1 werden beispielsweise die
Verspatungsverteilungen der Kreisvereinigung Oz von den Verteilungen der vom
singuldren Knoten O; und von der Kreisvereinigung O tibertragenen Verspatun-
gen beeinflusst.

Bemerkung 7.1.9 (Unbegrenzte Verspitungsiibertragung).

Fiir das weitere Vorgehen ist die Annahme entscheidend, dass Verspdtungen immer
in vollem Umfang ibertragen werden, d.h. wir betrachten zundchst keine Anschluss-
sicherungsstrategien (s. Abschnitt 6.4), welche die Verspditungsiibertragung begren-

zen konnten. Dies gilt, solange wir diese Annahme nicht explizit fallen lassen (s.
Abschnitt 7.3.2).

Bemerkung 7.1.10 (Verspidtungen C‘(/:L)).
An dieser Stelle soll ndher darauf eingegangen werden, welche Verspitungen die

Zufallsvariablen C"(/?), 1 <i < rundn € N, reprisentieren. Dies hdngt unter
anderem von den Vorgdngern des jeweiligen Knotens V; im Anschlussgraphen &
ab. Grundsdtzlich gilt fir alle 1 <i<r undn € N

C = max {[YV@ APV e szpte@(vi)} . (7.1)
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Wir erinnern uns dabei daran, dass wir zur Vereinfachung der Modellierung keine
(zusdtzlichen) Puffer fiir Umsteigeaktivititen betrachten wollen. Die Zufallsvaria-
blen Y‘Zl) und damit [Y‘ZL) + Ag};)ﬁ sind fir alle n € IN identisch verteilt, falls
Vi & Preg (Vi) NV, M € M, gilt. Der Vorgingerknoten Vj ist dann also nicht
selbst Teil der Kreisvereinigung. Daher findet die Annahme Anwendung, dass die
Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Yv,; zuvor bereits abschlieflend bestimmt
wurde (s.0.). Im Falle V; € Pre (Vi) NV sind die Zufallsvariablen Y‘ZL) nicht fir
alle n € IN identisch verteilt, da sie selbst der Verspdtungsfortpflanzung innerhalb
der Kreisvereinigung unterliegen. Die zugehdrige Verteilungsfunktion wird iterativ
approzimiert.

Wir wollen nun fiir einen bestimmten Knoten V' € Vi des Kreises K € M
die Grenzverteilung der Abfahrtsverspiatung (Yén))nem bestimmen. Dafiir fithren
wir eine Sortierung ein, die uns eine vorteilhafte Beschreibung der iterativen Her-
angehensweise ermoglicht. So wird im Anschluss an die folgende Bemerkung die
Verspatungsfortpflanzung wéhrend eines Iterationsschrittes mittels einer Transfor-
mation beschrieben. Es wird sowohl gezeigt, welche Eigenschaften als auch welche
grundsétzliche Struktur diese Transformation im Rahmen unserer Anwendung be-
sitzt. Die allgemeine Beschreibung mittels einer solchen Transformation hat den
Vorteil, dass die Ergebnisse leichter auf andere Fragestellungen, wie etwa mogli-
che Modellerweiterungen, iibertragen werden kénnen. Wir orientieren uns dabei an
Lemma 7.2.1 aus [Loy62]. Hier wurde die Entwicklung der Wartezeit der Kunden
ebenfalls in einem allgemeineren Rahmen mit Hilfe einer Transformation unter-
sucht, die gewisse Eigenschaften besitzen muss.

Bemerkung 7.1.11 (Knotensortierung ox(V)).

Wir nehmen zundchst an, dass wir eine Sortierung der Knoten V' € Vi eines
Kreises K € M der Kreisvereinigung M nutzen, die mit jenem Knoten V be-
ginnt, dessen Grenzverteilungen wir bestimmen wollen (s.o.). Davon ausgehend soll
die Sortierung der restlichen Knoten der natirlichen Sortierung im Kreis entspre-
chen. In Abbildung 7.4(a) hiefe das beispielsweise, dass die Sortierung mit Knoten
Vi € Vi beginnt und dann die Knoten Vo, Vs, ..., V. € Vi folgen. Eine solche Sor-
tierung stellt sicher, dass Verspdtung Y‘En) den Kreis nach einem Iterationsschritt
vollstindig durchlaufen hat. Das heifit, dass Verspdtung Yé") im n-ten Iterations-
schritt in die Berechnung der Verspdtungen aller ibriger Knoten des Kreises ein-
geht. Letztlich beeinflusst Yén) sogar direkt Y‘Enﬂ) im folgenden Iterationsschritt.
Mehr dazu folgt im Anschluss an diese Bemerkung (s. Satz 7.1.12). Wir symboli-
sieren diese Art der Sortierung der Knoten des Kreises K, beginnend mit Knoten
V, durch o (V).

Nutzen wir fiir die Iteration Sortierung ox (V'), so kénnen wir die Verspitungen
Y‘SM fiir alle n € IN mittels einer von der Menge der Fahrzeitzuschlige (Puffer)

108



7.1. Modellierung

Topologische Sor-
tierung der Knoten
des Kreisverei-
nigungsgraphen

‘Wihle 1. Element
der top. Sortierung

Kreisvereinigung?

Berechnung der / '1\-» Pseudo-top.
Verteilungsfunktionen nein I Sortierung

Losche aktuel- Iterative Appro-
les Element aus ximation der Ver-
top. Sortierung teilungsfunktionen

Abbildung 7.5.: Umgang mit Kreisen im Anschlussgraphen

S = {s(a) | a € A%"*} abhiingigen Transformation f% gemif
VWY = fiv (v, D™, C) (72)

mit D™ = (DY, D{Y,..., DY) und €™ = (O, 0, ..., CYY), r = |Vk|, be-
rechnen (s. Satz 7.1.12). Bemerkenswert ist an dieser Stelle, dass wir die Verspétung
Y‘E"H) im n + 1-ten Iterationsschritt (fiir alle n € IN) direkt aus der Verspédtung
Y‘En) im vorherigen Tterationsschritt und den GroBen D™ sowie C™ bestimmen
konnen. Die genaue Gestalt der Transformation héngt von der Struktur des Kreises
K ab. Der folgende Satz beschreibt die Struktur der Transformation im allgemeinen,
in Abbildung 7.4 illustrierten, Fall.

Satz 7.1.12 (Allgemeine Struktur der Transformation f3).

Berechnen wir die Verspdtungen (Y‘Em)nem der Knoten V' € Vi iterativ mittels der
Sortierung ok (Vi) mit Startknoten Vi € Vi (s. Bemerkung 7.1.11), so gilt fiir alle
n €N mitn > 2 und S = {s(a) | a € A}

Vi = faw (VD D o)
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= max {Y‘Zl_l) + K{z_l),
n—1 n—1 n—1 n—1
C‘(/2 ) +K§J‘ >7C\(/3 ) +K§,r >7"'7 (73)
Oy + KO0 KT, o

r—1,r>

n—1
s {YV@ FSRO,
=1

n—1 n—1 n—1
1 l 1
x4 5w, S w0, + 5w,
1=2 =2 =2

n—1 n—1 n—1
2 ! l 2 1
XP 43 KO, X YR O+ YK,
1=3 1=3 1=3

(7.4)

n—1
xXe e 3 KO,

l=n—1

n—1 n—1
n—2 l n—2 1
w8 § ke

l=n—1 l=n—1

X§"1>,...,X£"1>7C<Vj”} .

Dabes gilt K](»j;) = Zﬁc:j Ag}? fiir allen € N, j,l € N, und X" := C‘g;) + Kff;)
fir allen € N und1 <i<r.

Beweis. Im ersten Iterationsschritt gilt im Falle Y‘Ell) =0
Y‘g) = max {[Y‘Ell) + ASRV, C‘(/12>} = max {[Aﬁ,ll)]J’7 C%)} .

Weiter folgt Y‘E? = max{[Y‘g) + AE,12>]+,C"% )} sowie nach Abschluss des ersten
Iterationsschrittes schliefflich

Y‘g) = max{[YéTl) + AS}]*,C(V?} .

Im Folgenden wollen wir Y‘Sf) in Abhéngigkeit von Y‘Sll) darstellen. Wir erhalten
durch sukzessives Einsetzen:

Y‘S) = max {max {Yéll) + A%), 0} ,C‘(}Q)}
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= max {Y(l) A(l)7 C(l)}

Y‘S;) = max {m {Y(l) + A(l) O} ,C‘(/?
s { Y ZA;Q, O 4 A, cyg}
(1) = max { max {Y(l) + A(l) 0} C

— max {Y\Sll) + ZA(I) C(l) + ZA(U C(l) (1)’0‘(/1)}

k=1

Induktiv erhalten wir so fir 1 < <r

i—1 i—1
(1) _ (1) (1) ~(1) (1)
Yvi _max{le + E Avk_,C’V2 + g Avk,
k=1 k=2

i—1
CO LAY e +A<V¢>_1,c<v;>}
k=3

und
Y‘Ef)—max{ ZA C\(,?+ZA1> C(l) ZA%};,
k=2 k=3
-
1 1 1 1 1
L 3 Ao ea o)
k=r—1

Zur Vereinfachung der Darstellung nutzen wir nun identisch verteilte und stochas-

tisch unabhéngige Zufallsfolgen (KJ( l>)ne]N (Definition s. oben). So erhalten wir

v = max {v) + K1,
o+ kN, o + k..., 4 KD, ol + kD, ol
und fiir die folgenden Iterationsschritte
Y‘f) = max {Y‘f) + Kf?,

0P L KD.CO 4 KO 0@ L KD, 0@ k) @

= max {Y‘Ell) + ZK%Z)T,

=1
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W+ KN+ Ko+ KD+ K

1,m

@ o® 4 k@

1,r» 1 r
P K0Pt ng,c@}

und

Y‘Ef) = max {Y‘Ef) + Kf’%

09 4 kP09 4+ KD, 0P + KD, 09+ KD, c®

Vi
3
= max {Y‘Ell) + Z Kfl)r,

=1

o) + K+ Z KD, L0+ KD+ Z K" oM + Z K"

1,7 1,m
=2 =2
2 2 3 2 3 2 3
CP+ K+ K, 0P + KO+ K, 0 + KP)

csg+K;?g,...,c<vz>+még,cg>}

Wiederum induktiv erhalten wir schliefSlich fiir alle n € IN mit n > 1
Y‘Sl = max{Y(" Doy K(" 1)
cr Y+ RV oY KTV

C‘(/n:l)-i-K(n 1) C(n 1)_~_K£"T 1) C(n 1)}

r—1,r"

—max{ 1>—|—ZK17,

n—1 n—1
o) + K+ ZK{Q,... oP + KD+ S KD oW + 3 K,
— -
CP + K + Z KV, 08+ KE) + Z K", 0P + Z K",
=3 1= =3

n—2 n—2
C P+ Ky )+ZK1T,...

l=n—1
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n—1 n—1
R SRR R

l=n—1 l=n—1

OV KTV oY+ K, c&?”} :

O

Lemma 7.1.13 (Eigenschaften der Transformation f3).
Eine jede durch (7.2) fir einen Knoten V€ M wund fahrplanabhdngige Menge
S = {s(a) | a € AV} beschriebene Transformation f% . ist

(a) nicht-negativ,
(b) linksseitig stetig in der ersten Komponente (auch in oo) sowie
(¢) monoton wachsend in allen Komponenten.

Beweis. Im Folgenden seien x1,x2,s € Rxo und s € §. Die Transformation f3 , be-
steht immer aus einer (mehrfachen) Verkniipfung der folgenden drei (Verspitungs-)
Operationen:

fi(z1,22) =21 + 22
fo(z1, 22) := max{x1, z2}

f3(z1) := max{z1 — 5,0}

Beispielsweise wire

f;(yvda C) = max{ma’X{y+ d— 570}70} = f2 (f3(f1(y,d)),0) .

1. Es ist unmittelbar klar, dass z1 := fi(z1,22) > 0, 22 := fa(z1,22) > 0 sowie
z3 = f3(r1) > 0. Jede weitere Anwendung einer der Operationen fi, fa
bzw. fs3 auf die bisherigen Ergebnisse fiihrt zu einer nicht-negativen reellen
Zahl. Daraus folgt, dass auch das Ergebnis der Transformation fs immer eine
nicht-negative reelle Zahl ist.

2. Im Folgenden sollen Monotonie und linksseitige Stetigkeit der Transformation
f§ (mindestens) in der ersten Komponente nachgewiesen werden. Es folgt fiir
1 <z2und y € R:

o filz1,y) =21 +y < w24y = fi(xe,y)
o fily,z1) =y+x1 <y+a2 = fi(y,x2)
o fa(w1,y) = max{z1,y} < max{ws,y} = fa(z2,¥)
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o fo(y,z1) = max{y, 21} < max{y, z2} = f2(y, v2)
e f3(x1) = max{z; — 5,0} < max{zz — 5,0} = f3(z2)

Offensichtlich sind alle drei Operationen monoton wachsend und stetig in der
ersten Komponente. Fiir f; und f2 gilt dies auch fiir die zweite Komponente.
Da fiir beliebige stetige Funktionen h1, he : R — R auch die Konkatenation
h1 o hy stetig ist, folgt, dass die Transformation f§ insgesamt in der ersten
Komponente stetig ist. Analog schlieen wir auf die Monotonie von f§ in der
ersten Komponente. O

Es sei noch angemerkt, dass Verspitungsoperation f3 in (7.4) gar nicht benétigt
wird, da die Nicht-Negativitdt durch die Maximumsbildung mit der iibertragenen
nicht-negativen Verspétung C"(,?fl) garantiert wird. Fiir die Bildung dieser Ver-
spiatung brauchen wir Operation f3 (s. Bemerkung 7.1.10).

7.2. Verteilungskonvergenz

In [Loy62] ist, neben dem spiter von uns angewendeten Resultat zur Endlichkeit
der Verspatungen bzw. Eindeutigkeit der Verteilungsfunktionen, ebenfalls ein Re-
sultat zur Verteilungskonvergenz enthalten. Die Modellierung ist vergleichbar zu
unserer Modellierung in (7.2). Die im folgenden Lemma verwendete Transforma-
tion f besitzt nach Voraussetzung dieselben Eigenschaften wie die in Abschnitt
7.1.2 beschriebene Transformation f§. Allerdings sorgt die Forderung der Stationa-
ritéit der Folge (Un)nez dafiir, dass wir dieses Ergebnis nicht direkt auf unser Ver-
spatungsfortpflanzungsproblem anwenden kénnen. Daher weisen wir zunéchst Ver-
teilungskonvergenz mittels eines von diesem Lemma unabhéngigen Resultats nach
(s. Satz 7.2.6). Im Anschluss zeigen wir noch, welche Annahmen bzw. Voraussetzun-
gen gedndert werden miissten, um ein vergleichbares Resultat fiir die Anwendung
auf unsere Verspitungsmodellierung zu erhalten (s. Korollar 7.2.7). Dieses zum Teil
allgemeinere Resultat konnte sich sich dafiir eignen, die Auswirkungen moglicher
Modellerweiterungen auf die Verteilungskonvergenz zu untersuchen.

Lemma 7.2.1 (Lemma von Loynes).
[Loy62] Seien (W, )new Zufallsvariablen mit

Whi1 = f(Wna Un) (7-5)

und (Un)nez als stationdre Folge von Zufallsvariablen. Auferdem sei

(i)  die Transformation f(x,y), x,y € R, nicht-negativ sowie monoton wachsend
und linksseitig stetig in x (auch in 00),
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Dann ezistiert eine stationdre Folge von Zufallsvariablen (Mp)nez, mit

Mn+1 = f(Mm Un)

fiir alle n € Z, fiir welche im Falle P(Mo < o0) = 1 folgt, dass W, B M, n —
o0). Insbesondere gilt fiir alle Folgen (An)nez, die (7.5) fir alle n € Z erfiillen,
An > M, (P-£s.).

Der Beweis ist im Anhang auf Seite 167 dargestellt.

7.2.1. Bedingungen fiir Verteilungskonvergenz

Wir erinnern uns, dass der Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der Verspdtungs-
verteilungen eine bestimmte Sortierung fiir alle Knoten der Kreisvereinigung war.
Dieser Sortierung folgend, werden die Verspétungsverteilungen iterativ bestimmt.
Wir betrachten zur Illustration im Folgenden Abbildung 7.6. Wir wollen die Vertei-
lung der Verspéatung Yy, := lim, 0 Y‘ZL) bestimmen. Wir zeigen zunichst anhand

eines Beispiels, dass es im Allgemeinen nicht moglich ist, dass Y\Zl) in jedem Iterati-
onsschritt n € IN nur mit Elementen stationdrer Zufallsfolgen verkniipft wird. Dies
hat zur Folge, dass Lemma 7.2.1 nicht angewendet werden kann bzw. modifiziert
werden muss. Wenn wir im Folgenden davon reden, dass eine Verspéatung die Kno-
ten eines Kreises durchlduft, dann ist damit immer eine Verspatungsfortpflanzung
im Sinne von Satz 7.1.12 gemeint.

Im Falle der Kreisvereinigung in Abbildung 7.6(a) ist eine Verkniipfung mit Ele-
menten ausschliellich stationédrer Zufallsfolgen zundchst noch moglich. Wir betrach-
ten hierfiir Sortierung o = (V1, Va, Va, V4, V5). In jedem Iterationsschritt durchlduft
die vom Knoten Vi iibertragene Verspitung die Kreise K; := (Vi,V2,V3) und
Ky := (V1,V4,Vs). In jedem dieser Kreise wirken als Verspédtungen nur Elemen-
te stationédrer Zufallsfolgen. Y‘SILH) hingt also, neben diesen Elementen, nur noch
von Y‘Sf) ab.

Fiir die Kreisvereinigung in Abbildung 7.6(b) gilt dies jedoch nicht. Wir betrach-
ten die Sortierung o = (V1, Va, Vi, Va, Vs, Vi, V7). Wieder durchliduft die vom Knoten
Vi iibertragene Verspidtung die beiden Kreise K1 und K»>. Dieses Mal gibt es jedoch
in Knoten V; eine weitere Verzweigung. Y‘ZL) durchlauft natiirlich auch diesen Teil
der Kreisvereinigung, den Kreis K3 := (Va, Vs, V7). Der Unterschied zum Fall in
Abbildung 7.6(a) besteht darin, dass die (fortgepflanzte) Verspitung Y‘gw, sobald
sie diesen Kreis erreicht hat, in allen folgenden Iterationsschritten die Verspétungen
in diesem Kreis und damit auch die Verspatungen Y‘Zn) mit m > n + 1 beeinflusst.
Im folgenden Beispiel prézisieren wir dies.
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VQ’(\/-)QVAL oV oV
eV
Vs @ ®
Vs @ k"/s Vs
(a) (b)

Abbildung 7.6.: Beispiele fiir Kreisvereinigungen

Beispiel 7.2.2.
Wir betrachten weiter die Situation in Abbildung 7.6(b). Es sei Y‘Sll) = 0. Wir
verwenden Sortierung o = (Vi, Va, Vs, Va, V5, Vs, V7). Dann folgt (mit Satz 7.1.12)

v = max{yu) +AD YD D, o}

= max Yép—l—max Z A%), Z Ag,ll) ,

1=1,2,3 1=1,4,5

ZA(U ZA1>A1>A1>O

1=2,3 1=4,5

Y‘Ef) = max {Y(Q) (2), Y‘52) + A(2) O}

2 2
= max Y‘S1>+ Z Aﬁ/ﬁ,[...],

1=1,2,3
YO+ 3 AR
1=1,4,5
(1) (1) (2)
i+ ST AR+ > AR
1=1,4,6,7 1=4,5

Y‘SIL) ist fir alle n > 3 unter anderem von der Zufallsvariable
n 1 n
ZM =y + x™

abhingig. Im Falle n = 3 wire (s.o.) beispielsweise

X@ = 5" AP+ 3 AP

1=1,4,6,7 1=4,5
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Die Verteilung der X™ wird im Allgemeinen nicht fir alle n > 3 identisch ver-
teilt sein. Gleiches gilt fir die Verteilung der Z™. Also ist die Folge (Z™)nen
insbesondere nicht stationdr.

Wir suchen nun, unabhéngig von Lemma 7.2.1, nach Voraussetzungen, welche die
Verteilungskonvergenz implizieren. In einem ersten Schritt beschéftigen wir uns mit
Bedingungen fiir die stochastische Monotonie der Zufallsvariablen der Verspatun-
gen.

Lemma 7.2.3.

Wir nehmen an,

(i)  dass wir die Verspitungen in den Knoten einer Kreisvereinigung M € Mg
des Anschlussgraphen & = (0, €) iterativ mittels einer beliebigen Sortierung
o(Vh) bestimmen, die mit Knoten Vi € YV beginnt,

(i) und dass Y‘%l) =0.

Dann sind fiir alle Knoten' V- € Vg der Kreisvereinigung die Glieder der Zufallsfolge
(Yén))nem (monoton) stochastisch wachsend.

Beweis. Wesentliche Voraussetzung ist Y‘Sll) = 0. Die Tatsache, dass die Sortierung
mit Knoten Vi € Vg beginnt hat zur Folge, dass jeder Iterationsschritt n € IN mit
der Berechnung der Verspéatung Y‘EI") startet. Wir nehmen im Folgenden wieder an,
dass die Verspatungen moglicher Vorgéngerknoten V,, € Preg (V) \ Pre (V) eines
Knotens V' € Vo in allen Iterationsschritten stochastisch unabhéngig und identisch
verteilt sind. Denn deren Verteilungsfunktionen wurden zuvor bereits bestimmt
bzw. (beliebig exakt) approximiert.

Wir betrachten einen bestimmten Knoten V' € Vi und Vorgéngerknoten V, €
Preg (V). Sei Zé,z)(V) die Verspétung, die V}, im n-ten Iterationsschritt, n € IN, auf
V iibertragt. Es gilt dann fiir alle V' € V.

Y‘S") = max {Z‘(/?(V) | Vi € Preg (V)} : (7.6)

Im Folgenden betrachten wir nur noch Vorgénger V,, € Pre, (V). Die Verspétung
Z‘(/Z)(V) héngt von der Position des Knotens V, in der Sortierung (V1) ab, relativ
zur Position von V. Steht V,, in (V1) vor V, so wurden die Verspitungen in V, im
n-ten Iterationsschritt bereits berechnet, bevor die Berechnung der Verspatungen
in V im n-ten Iterationsschritt begonnen wird. Es gilt dann

Zg (V) = [y + AT (7.7)
Steht jedoch V;, in o (V1) hinter V, so setzen wir

Zy (V)= AR (7.8)
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Besonders behandelt wird der erste Iterationsschritt, d.h. n = 1. Hier setzen wir im
letzteren Falle Z\(/L)(V) =0.
Fiir alle t € R>0 und n = 2 gilt offensichtlich

Py <t) <P (v V<) =1 (7.9)

Wir nehmen nun an, dass (7.9) fir 2 < n < m € N gilt. Es sei m € IN der erste
Iterationsschritt und V' € Vaq, V' # Vi, in diesem Fall der erste Knoten in der
Sortierung o (V1) mit

P (YV“”) < t) >P (YV“"‘” < t) , (7.10)

fiir einige ¢ € R>o. Im m-ten Iterationsschritt tritt im Knoten V' also zum ersten
Mal der Fall ein, dass die Verspiatung Y‘Em) nicht stochastisch grofler ist als im Itera-
tionsschritt zuvor. Wegen der Monotonie der Maximumsoperation und (7.6) folgt,
dass (7.10) auch fiir die iibertragene Verspéitung Z‘(,’;)(V) eines Vorgingerknotens
Vi € Pre, (V) gelten muss. Hierfiir wird Lemma B.1.2 (s. Anhang auf Seite 169)
angewandt.

Wir unterscheiden wieder zwei Félle. Steht Knoten V, in der Sortierung vor
Knoten V, so gilt (7.7) mit n = m. Wegen der Monotonie von Summe und Excess-
Beyond Operation (vgl. Lemma 7.1.13), miisste (7.10) dann auch fiir V}, bzw. Yé;")
gelten. Dies widerspricht jedoch der Annahme, dass V' der erste Knoten in der
Sortierung ist, der (7.10) erfiillt. Steht Knoten V}, in der Sortierung hinter Knoten
V, so gilt (7.8) mit n = m. Analog zum Fall zuvor folgern wir, dass nun (7.10)

auch fiir Knoten V,, bzw. Verspédtung Y‘Zn_l) gelten muss. Diese ist aber nach

Induktionsannahme stochastisch grofler geworden, d.h. es gilt P(Yémf1> <t <

P(Y‘(,m_Q) < t) fiir alle t € R>o. Ungleichung (7.10) ist daher verletzt. Im m-ten
Iterationsschritt kann es somit insgesamt keinen Knoten geben, fiir den (7.10) erfiillt

ist. Da die Verspatungen Y‘Sm) also fiir alle Knoten V' der Sortierung stochastisch
grofer geworden sind, gilt (7.9) auch fiir n = m + 1. a

Satz 7.2.4 (Satz von Helly).

[Bil86] Es sei (Fp)nen eine Folge von Verteilungsfunktionen. Dann existiert eine
Teilfolge (Frn, )ken sowie eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion
F', sodass

lim F,, (t) = F(t) (7.11)

k—oo

fiir alle Stellen t € R gilt, an denen F' stetig ist.
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Korollar 7.2.5.
Gilt fiir eine Folge reeller Zufallsvariablen (Xn)nen fir allet € R

P(Xu41 <t) <P(X, < 1),

d.h. die Folgenglieder sind stochastisch wachsend, sowie Fy(t) = P(X, < t), so
existiert eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion F : R — [0, 1]
mit

lim F,(t) = F(t)

n— oo

fir alle Stellen t € R gilt, an denen F' stetig ist. F' muss jedoch keine Verteilungs-
funktion sein (z.B. im Falle F = 0).

Satz 7.2.6 (Verteilungskonvergenz).
Wir nehmen an,

(1) dass wir die Verspdtungen in den Knoten einer Kreisvereinigung M € Mg
des Anschlussgraphen & = (0, €) iterativ mittels einer beliebigen Sortierung
(V1) bestimmen, die mit Knoten Vi € YV beginnt,

(#) und dass Yél) =0.

Dann konvergieren die Verspatun?en aller Knoten V- € YV in Verteilung, falls fiir
alle V€ YV gilt, dass limy,—o0 Y, ) < 00 (P-f.s.).

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 7.2.3 und Korollar 7.2.5. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch festhalten, wie aus einem von
Lemma 7.2.1 abgeleiteten Resultat auf die Verteilungskonvergenz geschlossen wer-
den kann. Die Modellierung ist wieder passend zur Situation in Abbildung 7.4, in
der nur ein einzelner Kreis einer Kreisvereinigung betrachtet wird. Die Aussage des
Korollars ist beziiglich der Transformation fs v allgemeiner gefasst als Satz 7.2.6.
Die Transformation muss nicht der in Satz 7.1.12 beschriebenen Transformation
f$v entsprechen. Sie kann beispielsweise andere bzw. weitere Operationen um-
fassen (vgl. Lemma 7.1.13). Sie muss Eigenschaft (i) aus Korollar 7.2.7 erfiillen.
Bei der Untersuchung der Auswirkungen moglicher Modellerweiterungen auf die
Verteilungskonvergenz ist die Uberpriifung dieser Eigenschaften ein moglicher An-
satzpunkt.

Korollar 7.2.7.
Es gelte fiir die Zufallsfolge (Y‘Sn>)ng]N des Knotens V € K des Kreises K € M der
Kreisvereinigung M

YO — g5 (v, D) gy
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Cv,
Vo @
! Vi @€e—
v, e—" v
Cv,

Abbildung 7.7.: Aus nur einem Kreis bestehende Kreisvereinigung

mit fiir grofler werdende n € IN elementweise stochastisch wachsenden Zufallsvek-

toren D™ = (D%),D%),...,DQ)) und C™ = (C‘(/?),C‘(,Z),A.WC‘(;:)), r = |Vk|.

Es seien Y("), D™ ynd C™ fir alle n € N stochastisch unabhingig. Auferdem
v

set

(i)  die Transformation fs v nicht-negativ sowie linksseitig stetig in der ersten
Komponente (auch in co) und monoton wachsend in allen Komponenten,

(i) v =o.
Dann existiert fiir alle V € K eine Zufallsvariable My , fiir die im Falle lim,_ oo

Y‘(,m < oo (P-f.s.) folgt, dass Y‘En) B M (- o).

Der Beweis zu Korollar 7.2.7 findet sich im Anhang auf Seite 169.

7.2.2. Einfluss unterschiedlicher Sortierungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Konvergenz der Verspatungsverteilungen
in einem einzelnen Kreis K einer Kreisvereinigung von der Wahl der Sortierung
ok (V) unabhiingig ist. Wir betrachten dazu zunichst ein Beispiel mit zwei unter-
schiedlichen Sortierungen, die jedoch mit demselben Knoten beginnen.

Beispiel 7.2.8.
Fir die Knoten des Kreises K in Abbildung 7.7 gilt ox (V1) = (V1, Va2, V3) sowie

1 * n n n
Y\ZLJr )= fS,Vl (Y\Zl)’ (D§/1>’ Dg/;’ Dg/?)’ (C\(/?? C\(/;L)v C\</3>)) (7'12)

3 3
s {37 4 A 4 300 0.
=1 =2

firn € N mit n > 1. Fir alle anderen Sortierungen, die mit Knoten Vi begin-
nen, existieren Teilfolgen, fir die die Verspdtungsentwicklung ebenfalls mittels der
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Transformation f§y, beschrieben werden kann. Dazu untersuchen wir beispielhaft
die Auswirkung der Sortierung o := (V1, V3, V2). In diesem Falle gilt
Y‘S? = max {C&? —+ A%), C\(/11> und
Y = max {v{ + A% + AL + AL,
O + AL + A, 0 + A, )
Allgemein gilt im Falle dieser Sortierung fir alle n € Ny
Yi, (2(n+1)+1)
= max {Y2" D 4 AR £ AT 4 AR, (7.13)
C‘</22n+1) +A§,22"“> +A§,23"+2),C‘</23"“) JrA§/23n+2>7C‘(/2ln+2>

* 2n+1 2n+1 2n+1 2n+2 2n+2 2n+1 2n+2
:fS,Vl (Y\E'l )a(Di/l )aDg/Q >7D€/3 ))’(C\(/l >’C\(/2 )70\(/3 ))) .
FEs dauert bei von ok (Vl) abweichenden, aber mit Knoten V1 beginnenden, Sortie-

rungen ldinger, bis sich die Verspitung Y‘ST) einmal durch den Kreis fortgepflanzt
hat.

Beispiel 7.2.8 legt nahe, dass sich zwar die Konvergenzgeschwindigkeit beziiglich
der beiden Sortierungen unterscheidet, nicht aber die Grenzverteilungen der Ver-
spatungen Y‘g”. Dass die Grenzverteilungen unter den Gegebenheiten dieses Bei-
spiels tatsdchlich iibereinstimmen miissen, zeigt der folgende Satz. Die Eindeu-
tigkeit der Grenzverteilungsfunktionen im allgemeinen Fall, wird in Abschnitt 7.3
behandelt. Dass die Wahl der Sortierung keinen Einfluss auf die Frage hat, ob die
Verspiatungsverteilungen konvergieren, haben wir bereits in Satz 7.2.6 gezeigt.

Satz 7.2.9 (Einfluss unterschiedlicher Sortierungen).
Es sei Knoten Vi € Vi eines Kreises K € Kg des Anschlussgraphen & gegeben.
Wir nehmen an,

(i)  dass wir die Verspitung Yy, iterativ mittels einer beliebigen Knotensortierung
bestimmen, die mit Knoten V1 beginnt,

i dass fiir alle 1 < i < |Vk| alle Elemente der Zufallsfolge A(@ neN Stochas-
Vi
tisch unabhdngig und identisch verteilt sind,

(i3) dass fir alle 1 < j < |Vi| alle Elemente der Zufallsfolge (C‘(,:L))nem stochas-
tisch unabhdngig und identisch verteilt sind,
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(i) dass fir alle 1 < i < |Vk| die Zufallsfolge (Ag}:))nem fir alle 1 < j <
|Vi| stochastisch unabhdingig zur Zufallsfolge (C"(/?))HE]N und zur Zufallsfolge
(A nen (i # 5) ist,

(v)  dass fir alle 1 < i < |Vk| die Zufallsfolge (C\(/?))nE]N fiir alle 1 < j <
|Vi| stochastisch unabhdingig zur Zufallsfolge (C‘(/?))ng]]\] und zur Zufallsfolge
(AU nen (i # 5) ist,

(vi) und dass Y‘(,ll) =0.

Dann folgt, dass die resultierende Grenzverteilung eindeutig ist, d.h. unabhdngig
von der speziellen Wahl der Sortierung.

Beweis. Entscheidend ist, dass in jedem Iterationsschritt alle Knoten V; € Vi des
Kreises, d.h. genauer alle vorkommenden Quellverspétungen Dy, und alle von Kno-
ten auflerhalb des Kreises einwirkende Verspatungen Cv,, genau einmal betrachtet
bzw. verwendet werden. Wir untersuchen zunéchst die Verwendung der Sortierung
ok (V). Diese sorgt dafiir, dass die Verspitung Yé"), n € IN, in einem Iterations-
schritt durch den kompletten Kreis im Sinne von Satz 7.1.12 fortgepflanzt wird.
Das heif3t, dass sich die Verspatungen Y‘Em geméiB (7.2) bestimmen lassen. Die Sor-
tierung folgt dabei gewissermaflen der natiirlichen, durch die Struktur des Kreises
vorgegebenen Verspiatungsfortpflanzung im Kreis. Jede von ox (V) abweichende,
mit Knoten V beginnende Knotensortierung unterbricht diese Fortpflanzung ledig-
lich. So benétigt es mehr Iterationsschritte, bis die Verspatung Y‘En), n € IN, einmal
durch den kompletten Kreis fortgepflanzt wurde und wieder Knoten V' erreicht.
Es werden dabei, im Vergleich zu Sortierung o (V), Quellverspidtungen und von
auflerhalb des Kreises einwirkende Verspatungen anderer Iterationsschritte mitein-
ander verrechnet (vgl. Beispiel 7.2.8). Die resultierenden Verspitungen sind aber
wegen der Voraussetzungen (ii) - (v) immer identisch verteilt. So existiert fiir je-
de mogliche mit Knoten V' beginnende Sortierung eine Teilfolge der Verspatungen
(vgl. Beispiel 7.2.8), deren Glieder identisch verteilt sind zu den Gliedern der Folge,
deren Grundlage die Sortierung o (V) ist. Die Grenzverteilung dieser Folge stimmt
daher mit der Grenzverteilung der jeweiligen Teilfolge iiberein.

Mit Lemma 7.2.3 erhalten wir, dass die Glieder der Folge (Y‘ﬁn))nem fiir jede
Sortierung, die mit Knoten V' beginnt, stochastisch wachsen, falls Y‘El) = 0. Daraus
folgt mit Korollar 7.2.5 fiir jede solche Sortierung, dass séamtliche zu ihr gehérenden
Teilfolgen gegen dieselbe Grenzverteilung konvergieren. Mit den obigen Uberlegun-
gen ergibt sich daraus, dass die Grenzverteilung der Zufallsvariable limg, oo Yé"
unabhéngig von der verwendeten Sortierung ist. g

Mit den bisherigen Ergebnissen wissen wir nun zum einen, unter welchen Bedin-
gungen die Verspédtungsverteilungen in starken Zusammenhangskomponenten des
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7.3. Endlichkeit der Verspdtungen

Ereignis-Aktivitatsnetzwerks konvergieren. Insbesondere wissen wir, dass die Frage
der Verteilungskonvergenz unter diesen Bedingungen unabhéngig von der speziellen
Wahl der Knotensortierung ist. In Satz 7.2.9 wird bereits auf die Eindeutigkeit der
Grenzverteilungen eingegangen. Allgemeinere Aussagen dazu folgen in Abschnitt
7.3.

7.3. Endlichkeit der Verspatungen

In Satz 7.2.6 wird darauf hingewiesen, dass die Zufallsvariablen lim,, o Yé") nicht
endlich sein miissen. Unter welchen Bedingungen dies der Fall ist, bleibt also noch
zu untersuchen. Wir betrachten die Stabilitdt der Verspdtungen aller Ankunfts-
und Abfahrtsereignisse innerhalb einer Kreisvereinigung in zwei Schritten. Zunéchst
beschéftigen wir uns mit der Situation fiir einen einzelnen Kreis der Kreisvereini-
gung. Im Anschluss schliefen wir darauf aufbauend auf Bedingungen fiir die Stabi-
litédt der Verspatungen in der gesamten Kreisvereinigung.

7.3.1. Ubertragbare Ergebnisse aus der Warteschlangentheorie

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einem Resultat aus [Loy62] zur Stabi-
litdt von Wartezeiten im dort betrachteten Warteschlangensystem, welches wir auch
im Rahmen unserer Modellierung der Verspatungsfortpflanzung anwenden kénnen.

Definition 7.3.1 (Stabilitit).

[Loy62] Eine Folge von Zufallsvariablen (Yn)nenw mit P(Y, < o0) = 1 und Vertei-
lungsfunktionen Fy, fir alle n € IN wird als stabil bezeichnet, falls eine Zufallsva-
riable Y existiert mit

(i) Y.3Y und
(i) P(Y <oo)=1.

Die Folge wird als substabil bezeichnet, wenn jede ihrer Teilfolgen selbst eine stabile
Teilfolge enthilt. Ist sie nicht substabil, so wird sie instabil genannt.

Definition 7.3.2 (Terminale o-Algebra).
[Kle08] Es sei T eine abzihlbar unendliche Indezxmenge und (2;)icz eine Familie
von o-Algebren. Dann heifst

T(A)ier) = () o U
JCL,|T|<o0 JEI\NT

die terminale o-Algebra von (U;)icz. Ist (Xi)icz eine Familie von Zufallsvariablen,
so setzen wunr

T((Xi)iez) := T((0(Xi))iez) -
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7. Verspdtungsfortpflanzung in kreisartigen Strukturen

In der terminalen o-Algebra sind alle Ereignisse A enthalten, deren Eintreten von
jeder festen endlichen Teilfamilie der X; nicht abhdngt.

Satz 7.3.3 (Kolomogorov’sches 0-1 Gesetz).
[Kle08] Sei I eine abzihlbar unendliche Indexmenge, und sei (2;)icz eine un-
abhingige Familie von o-Algebren. Dann gilt

P(A) € {0,1}
fzir alle A € f((ml)lez) .

Satz 7.3.4.

[Loy62]Es sei die Folge (Un)nez stochastisch unabhingig und identisch verteilt und
W1 = 0. Dann ist die Folge (Wp)nen mit Wyi1 = [Wy+ Un|t fiir allen € N genau
dann stabil oder substabil, falls

P | limsu U<xx|=1.
(s>

Ansonsten ist sie instabil.

Beweis. Im Beweis zu Lemma 7.2.1 (s. Anhang auf Seite 167) wird fiir alle m € Z
die Folge (W' )nez definiert. Fiir diese Folge gilt

Wy =0,
Wy = sup{W7' + Us,0} = sup{U,0}
2 2
W = sup{Wg0 + Us2,0} = sup {Z U, ZU;,O} .
=1 =2
Es folgt induktiv Wi = [5up1<m<n D ! Ul] . Auflerdem erhalten wir mit
Wy =0,
W3 = sup{W2, + U_1,0} = sup{U_1,0},
We = sup{W?, + U_1} = sup { sup{W?3, 4+ U_2,0} + U_1, 0}
= sup { sup{U—_2,0} + U— 1,0} = sup {Z U_z,ZU_z, }
=1

induktiv Wg' = [SUP1§m§n71 >y U,l] . Im Beweis zu Lemma 7.2.1 wird gezeigt,
dass W2 und W¢' fiir alle n € IN identisch verteilt sind. AuBlerdem wird dort gezeigt,
dass Wg' fiir n — oo in Verteilung gegen My konvergiert. Also folgt

P(My <t)= (supZU l<t> (supZUl<t> .

meN melN
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7.3. Endlichkeit der Verspdtungen

Nach Voraussetzung gilt U,, < oo (P-f.s.) fiir alle n € IN (s. Seite 104). Daher ist die
Zufallsvariable sup,,cn >, Ui genau dann endlich, wenn auch die Zufallsvariable

m

W = limsup Z U

endlich ist. Das Ereignis [IW < oo] ist terminal. Es gilt daher entweder P(W <
o00) =1 oder P(W < 00) = 0. O

Korollar 7.3.5.

[Loy62] Es sei die Folge (Un)nez stochastisch unabhingig und identisch verteilt.
Falls E[U1] < 0, so ist (Wyn)nen fiir alle Startwerte der Zufallsvariablen W1 stabil.
(Wh)nen besitzt insbesondere fiir alle Startverteilungen (von W1 ) dieselbe (eindeu-
tige) Grenzverteilung.

Beweis. Mit dem starken Gesetz der groBen Zahlen gilt (s. [Kle08])

1
nlgr;OE;Ul =E[U:] (P-fs.).

Daher folgt aus E[U1] < 0 und W1 = 0, dass

P(My <o0)=P (limsupZUl <oo) =1.
1=1

n—r00

Nun wird eine beliebige Folge von nicht-negativen Zufallsvariablen (A, )nen mit
P(A; < 00) = 1 betrachtet, welche Gleichung (7.5) (s. Seite 114) erfiillt. Es muss
also insbesondere nicht A; = 0 gelten. Im Beweis von Lemma 7.2.1 wurde die
Minimalitét der W), gezeigt. Es gilt also fiir alle n € IN, dass A, > W2 (P-fs.).
Sobald fiir ein n* € IN das Ereignis [A,+ = 0] eintritt, tritt auch das Ereignis
(W2 = 0] ein. Da beide Folgen Gleichung (7.5) erfiillen, gilt dann A, = W
(P-f.s.) fiir alle n > n*. Ein solches n* existiert (P-f.-s.). Anderenfalls wire fiir alle
n € IN immer (P-fs.)

Appr=A1+> U >0.

=1

Dies kann nur dann der Fall sein, wenn A; = 400 oder Zle U nicht gegen —oo
strebt. Beide Ereignisse sind wegen der Voraussetzungen Nullmengen. Also existiert
fiir alle Werte der Zufallsvariablen A; (P-f.s.) ein n € IN, ab dem die Realisierungen
der Folgen W und A, sowie daher auch deren Verteilungen iibereinstimmen. Die
Folge A,, besitzt eine eindeutige Grenzverteilung, unabhéngig von der Startvertei-
lung des Elementes A;. O
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7. Verspdtungsfortpflanzung in kreisartigen Strukturen

Zufallsvariable | Definition

A -
) NS
Ky 2= AV

Tabelle 7.1.: Ubersicht verwendeter Zufallsvariablen

Korollar 7.3.5 liefert Aussagen zur Stabilitéit der Zufallsfolge (W, )nen und zur
Eindeutigkeit der zugehorigen Grenzverteilung im Falle E[U;] < 0. Fiir den Fall
E[Ui1] > 0 kann entsprechend gezeigt werden, dass sich die Wartezeiten (Wp)nen
nicht stabilisieren. Die Zufallsvariable der Grenzverteilung wird nicht endlich sein.
Schwieriger ist es, allgemeine Aussagen fiir den Fall E[U;] = 0 zu erhalten, also fiir
den Fall, wenn die erwartete Bedienzeit E[S,] und die erwartete Zwischenankunfts-
zeit E[T,] iibereinstimmen.

7.3.2. Stabilitdt in einem Kreis der Kreisvereinigung

Die Modellierung dieses Abschnitts wird in Abbildung 7.4 auf Seite 106 illustriert
und in Abschnitt 7.1.2 ndher beschrieben. Wir betrachten also einen Kreis K €
M der Kreisvereinigung M € Mg. Fiir die Untersuchung der Endlichkeit der
Zufallsvariable Y := lim,— o0 Y‘Zl) nehmen wir zunéchst an, dass fiir alle 1 <i <7,

r = |Vk|, die Zufallsfolgen (O‘(/:L))nG]N stochastisch wachsen. Auflerdem soll fiir alle
1 <4 < r gelten, dass

(i) P(Kf}T) < 00) = 1, und dass

(ii)  eine Konstante ¢; € R>¢ existiert mit P (C‘(f:) e [o, cl]) =1 fiir alle n € IN.

Annahme (i) ist sicherlich sinnvoll. Andernfalls giibe es mit positiver Wahrschein-
lichkeit eine unendlich grofie (positive) Quellverspdtung. Annahme (ii) ist weniger
intuitiv. Sie bedeutet im Wesentlichen, dass von Knoten auflerhalb des gerade be-
trachteten Kreises iibertragene Verspatungen beschrénkt sind. Dies ist insbesondere
dann nicht klar, wenn diese Knoten ebenfalls Teil der Kreisvereinigung sind, d.h. in
der Menge Vaq \ Vi liegen. In der Praxis kann dies mittels der bereits diskutierten
Anschlusssicherungsstrategien (s. Abschnitt 6.4) erreicht werden.

Zunéchst wenden wir ein zuvor bereits in Abschnitt 7.3.1 diskutiertes Ergebnis
aus [Loy62] auf unsere Modellierung der Verspitungsfortpflanzung an.

Korollar 7.3.6.

Es sei K € M ein Kreis der Kreisvereinigung M € M. Es gelte P(Kil)

T

< 9),
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7.3. Endlichkeit der Verspdtungen

r = |Vk|. Dann gilt

limsupZKfl’)r < oo (P-fs.),

falls E[K{")] < 0.
Beweis. Wir wenden Satz 7.3.4 an mit U, := KETLT) fiir alle n € IN. Zusammen mit

Korollar 7.3.5 folgt die Behauptung. O

Korollar 7.3.7.
Es sei K € M ein Kreis der Kreisvereinigung M € Me. Es gelte P(K flr) < 00),
r = |Vk|. Dann gilt

limsupZKﬁ)T<oo( -f.s.) <= limsup sup ZK§Z)T<OO (P-fs.) .

n— oo n—oo 1<m<n
=1 l=m

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem Beweis zu Satz 7.3.4 mit U, := Ki"r) fiir alle
n € IN. O

Zusétzlich bendtigen wir noch die Aussage in Lemma 7.3.10. Dessen Beweis wird
vorab mittels mehrerer Lemmata gefiihrt.

Lemma 7.3.8.
Es sei K € M ein Kreis der Kreisvereinigung M € Meg. Es gelte P(K flr) < 00),
r = |Vk|. Falls (P-f.s.) fir alle i € {2,3,...,7} gilt

lim sup — (K("H) + Z K<”> (7.14)

n— o0
so folgt fiir alle i € {2,3,...,r}
(1), N D) )
hgs;ip e {K” + ;KLT} < oo (P-fs.) .
Beweis. Aus (7.14) folgt, dass (P-f.s.) fiir alle ¢ € {2,3,...,r} gilt
3e>03ng e NVneN, n>no: <K<”) ZK<”>_—5<0,

d.h. es gilt (P-f.s.) fiir alle ¢ € {2,3,...,7}

n—1
JdJe>0dnoelNVneN, n>no: Kfﬁ)+ZKff)T§—n-5<0.
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Dabher gilt fiir alle ¢ € {2,3,...,r} und oben beschriebenes nyo € IN

+
. D) KO
i {10743
= [liyrlnﬂsolip max {2<n71na<xn0 { Kt 4 Z K(l) }
m +
e (e S ]
- =2

m +
_ (m+1) )
= |:2<1£1na<xn0 {Kim + ZZ;KLT}] < 00 . O

Lemma 7.3.9.
Es sei K € M ein Kreis der Kreisvereinigung M € M. Es gelte P(KPT) < 00),
r = |Vk|. Dann gilt fir alle i € {2,3,...,r} (P-f.s.)

li K(”+1) K(l>
1m sup — " ( + Z

n— o0

falls E[K{")] < 0.

Beweis. Nach Voraussetzung ist limsup,, ., 3 Zl 5 K{li < 0. Die Folge (KZ r>)n€1N
ist fir alle ¢ € {2,3,...,r} stochastisch unabhingig und identisch verteilt mit

[K(1>] < o0. Es gilt (P-fs.)

(l) (1)
i 5 SR <))
Daraus folgt lim,— oo n-lu K<"+1) 0 (P-f.s.). Anderenfalls giibe es eine Teilfolge

(nk)ken mit
1 (n
JaceRsoVEEN: —K™) >q.
Nk ’

Daraus folgte

ng np—1

1 S K 1 3 K
— Kz r > — Kz r + a
e e
=11 nzk S K ()
- — 0
= T nk 1 Ki,'r‘ + a — E[K'L,r} + a .
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Dies steht im Widerspruch zu limy_co - Z"’“ K; (l) [Kl(lr)] Analog kann fiir

a € R<o geschlossen werden. Also erhalten wir

lim sup — <K<"+1> + ZK(D) < lim sup K(n+1) + lim sup — Z K<l)

n— oo 1—2 n—r00 n—o00 1—2

= limsup — ZK(“ (]

n—oo

Lemma 7.3.10.
Es sei K € M ein Kreis der Kreisvereinigung M € M. Es gelte P(K{l,z < 0),
r = |Vk|. Dann gilt fir alle i € {2,3,...,r}

~ m-1) | N ) ]
lim sup max {Km + Z KM} < oo (P-fs.), (7.15)

n—oo 25m<
l=m

falls E[K{")] < 0.

Beweis. (K{fi)lem sowie (K(m>)m€]N fir alle ¢ € {2,3,...,r} sind stochastisch un-

i,T

abhéngig und identisch verteilt. Die Zufallsvariablen
KT wd > K
l=m+1

sind ebenfalls fiir alle m € IN stochastisch unabhingig. Daher gilt (7.15) genau
dann, wenn

limsup max {Ki(fﬁ_l) + ZK;Z)T} < oo (P-fs.).

n—ooo 2<m<n =

Mit Lemma 7.3.9 und Lemma 7.3.8 folgt die Behauptung. O

Wir untersuchen im Folgenden zunéchst nur die Situation in einem einzelnen
Kreis der Kreisvereinigung. Stabilitéit in der kompletten Kreisvereinigung wird dar-
auf aufbauend in Abschnitt 7.3.3 betrachtet.

Satz 7.3.11.
Es sei K € M ein Kreis der Kreisvereinigung M € Mg und Vi € Vi ein beliebiger
Knoten dieses Kreises. Es gelte

(a) Y‘ﬁll) < oo (P-fs.),

(b) P(K!) <o0)=1firallel<i<r, und

129
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(c) es emistiere eine Konstante ¢; € R>o mit P (C"(,:l) € [o, cl]) =1 fiir allen € IN.
Dann folgt

limsup Y, < oo (P-fs.) (7.16)

n—r oo
falls E[K{")] < 0.

Beweis. Grundlage fiir diesen Beweis ist Gleichung (7.4) aus Satz 7.1.12. Es gilt
fiir alle n € IN mit n > 1

n—1

Y~ max {YV@ SR,

=1

n—1
(m=1) | pe(m=1) %0
ZSmSTE’fSQSZST{CVZ + T,7 + Z 1,1"}5

n—1
(m—1) O]

QSr,gggg_l{Cvl +ZZK1,T}, (7.17)
max {C n=1) +K(" 1)},C‘(,"D} .

2<i<r 1

Wir folgern
(n) (m)
Yv, 1<¢g£1§3§gn710‘/»' +

n—1

1 ! 1 z : l

max {Y‘El) + 2 :Ki)“ 2<i<r¥g§r}i<n—1 { l(T ) * K( ! } (7-18)
=1 - -

n—1
K(Z) K(n 1) 0
2§In?g§—1z lr,2max

l=m

Mit Annahme (c) gilt, dass

lim sup max C‘g_n)
nooo 1<i<r,1<m<n—1 B

beschrinkt und daher insbesondere (P-f.s.) endlich ist. Wir untersuchen nun das
Grenzverhalten der einzelnen Terme des Maximumsausdruckes in (7.18). Nach Vor-
aussetzung gilt mit Korollar 7.3.6 und Korollar 7.3.7

limsup sup ZK1T<OO(PfS).

n—oo 1<m<n
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Daher folgt fiir

B" ™Y .= max ZK(D

2<m<n—1

unmittelbar lim sup,,_, . Bg"fl) < oo (P-f.s.). Mit Y‘Sll) < oo (P-f.s.) folgt fiir
n—1
n—1 1 l
B v 5 K

offensichtlich ebenso limsup, , . B{" ™ < oo (P-fs.). Da Kfff) nach Vorausset-
zung fiir alle 1 < ¢ < r und m € IN (P-f.s.) endlich ist, folgern wir fiir das iiber
einen endlichen Bereich definierte Maximum

B{"™Y .= max K n
2<i<lr

dass limsup,, . B{"™" (P-f.s.) endlich ist. Es bleibt abschlieBend der Ausdruck

(n=1) . _ (m—1) 0)
B4 2<z<rr£l<a¢}§<n 1 { b + Z K }

_ m-1) | N~ O
- s (L {0 E )

zu untersuchen. Mit Lemma 7.3.10 folgt unmittelbar

- m) L NS D) )
lim sup max {Ki,r + Z Kl)T}<oo(P f.s.),

2<m<n-—1
noreo A== I=m+1

fiir alle 2 < ¢ < r. Nach Vertauschung von Grenzwerts- und Maximumsbildung
. . (n—1) ~ .
erhalten wir damit limsup,,_, ., B, < oo (P-f.s.). Insgesamt gilt

() < : ) i
lim sup Yy, Iélka%il {hmsup B, ,0} < oo (P-f.s.). O

n—0o0 n—o0

Korollar 7.3.12 (Kriterium fiir Endlichkeit).
Unter den Bedingungen von Satz 7.3.11 ist limsup,,_, Y(n) < oo (P-fs.), falls

iE [D,g”} < isk . (7.19)
k=1 k=1
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Vo @
Vi @€«—

Vi @ _J CVI

Abbildung 7.8.: Aus nur einem Kreis bestehende Kreisvereinigung

Beweis. Es gilt

— S E[D] <Y s O
k=1 k=1

Der fiir die Aussage limsup,,_, Y‘Elm < oo (P-f.s.) kritische Ausdruck im Beweis
zu Satz 7.3.11 ist

: (m)
hglﬂs;ip rcierEX Cy” . (7.20)

Dieser muss endlich sein. In Satz 7.3.11 wurde dies durch Voraussetzung (c) erreicht.
FEin andere Herangehensweise wére, zu untersuchen, ob es reicht, wenn an Stelle
der Beschranktheit nur endliche Erwartungswerte gefordert werden. Das folgende
Beispiel liefert hierfiir eine Grundlage.

Beispiel 7.3.13.
Wir betrachten die Situation in Abbildung 7.8. Es existiert ein K = (V1,Va2,V3). Es
set

. 1 1

(i) vy =0y,

(i) (Cg,?)nem sei stochastisch unabhdngig und identisch verteilt sowie
(iii) E[C})] < co.

Wir nehmen an, dass es innerhalb des Kreises keine positive Quellverspitung gibt.
Es sei einzig ein Zeitpuffer s € R~ enthalten, sodass

Y‘ZIH) = max {Y‘ZL) — s, C‘(,TH)}

fiir alle n € IN. limsup,,_, Y‘Zl) < oo ist ein terminales Ereignis. Es gilt daher

n—oo

P (limsqu‘gl) < oo) €{0,1} .
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Fir die Verteilungsfunktionen der Folge (Y‘%))nem folgt fir alle t € R>o

F,ooy(t)=F,u)(t) ,

v, o
Fyoon(t) = FC‘gl) (t)- ch(t +s),

Foe () =F () F, <1>(t+8) C<1>( +2s) ,

Y, oy cy;

n

=1 !

Es gilt weiter fiir alle t € R>o
> (1 —F o+~ 1)5)) < / (1 —~ ch(s)> ds = E [C(l)] <oo.
=1 "1 0 "1

Daraus schlieffen wir, mittels eines grundlegenden Resultats zum Zusammenhang
zwischen der Konvergenz von Reihen und endlichen Produkten, fir alle t € R>o

H (1)t—|—l—1)) >0.

Daraus folgt jedoch noch nicht limsup,, , . Y&f) < oo (P-fs.).

Eine hierauf aufbauende allgemeinere Untersuchung, beispielsweise auch fiir sto-
chastisch wachsende (C\(/?))nE]Na wird im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr durch-
gefiihrt.

Satz 7.3.14.
Es sei K € M ein Kreis der Kreisvereinigung M € Mg und Vi € Vi ein beliebiger
Knoten dieses Kreises. Es gelte

(a) Y < oo (P£s.),
(b) P(Ki(}r) <o0)=1 firalel<i<r, und
(c) es existiere eine Konstante ¢; € R>o mit P (C‘(,:_” e [o, cl]) =1 fiir allen € IN.

Dann folgt

limsqu‘(,f) =oo (Pfs.),

n—oo

falls E[K{)] > 0.
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Beweis. Aus E[K fl,)] > 0 folgt mit dem starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl.
Beweis zu Korollar 7.3.5), dass limsup, _, . > -, Kfl)r = oo (P-f.s.). Mit Korol-
lar 7.3.7 ist das dquivalent zur Aussage limsup,,_, . Sn = oo (P-f.s.) mit

n

Sp = sup ZKU)

1,r -
1<m<nl
="l=m

fiir alle n € IN. Wir definieren fiir alle n € IN mit n > 1

A e {Yv(f)’ min __{e V4 k7Y

2<m<n—1,2<:<r

2<m<n—1 2<4

min C‘(;ln_l), m'g {C\(/?_l) +KZ-(3_1)},C"(Z_1)} .

Aus den Voraussetzungen (b) und (c) folgt P(limsup,, , . |A™] < c0) = 1. Aufler-
dem erhalten wir aus (7.17) fiir alle n € IN mit n > 1

n—1 n—1
Y& 5 AP 4 max {Z RS Kg;,o} A S
=1 l=n—1
Hieraus schlieffen wir
limsup S, = oo (P-f.s.) = limsup Y‘S:L) =0 (P-fs.). O
n—oo n—r 00

Korollar 7.3.15 (Eindeutigkeit).
Wir berechnen die Verspdtungen (Yén))nem in einem Kreis K € M der Kreisver-
einigung M gemdf (7.3). Es gelte Folgendes:

(a) (C‘(/?))nE]N ist fir alle i € {1,...,7} ein stochastischer Prozess stochastisch
wachsender Zufallsvariablen,

(b) (C‘(,:L>)nem ist fir alle i € {1,...,7} stochastisch unabhdingig von Yéll) und
(¢) Bedingung (7.19) ist erfillt.

Dann ist die Grenzverteilung der Zufallsvariablen lim,,— o Yén) eindeutig, d.h. un-

abhdngig von der speziellen Startverteilung der Grofe Yél), falls limp o0 Yé") < o0
(P-fs.).

Beweis. Im Folgenden wird der oben genannte Knoten V mit V; bezeichnet. Es sei
Zy = [Yéll) +>, K}Z)T]'*' fiir alle n € IN. Analog zum Beweis zu Korollar 7.3.5 gilt
hier, dass die Grenzverteilung der Zufallsgrofie lim,,—, oo Z, fiir n — oo eindeutig
ist. Falls Y‘ﬁll) (P-f.s.) endlich ist, folgt aus limp oo o, Kl(lz = —oo (P-f:s.), dass
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limp o0 Zn = 0 (P-fis.). In (7.4) ist zu sehen, dass Z, auch die einzige der in
die Berechnung von Y\S:O einflieBenden Zufallsgroflen ist, die von Y‘SP abhéngt.

Daher ist auch die Grenzverteilung lim,_, Y‘Z’) eindeutig, d.h. unabhéngig von
der Startverteilung von Y\ﬁl), falls die Bedingung in (7.19) erfiillt ist. 0

7.3.3. Stabilitdt in der Kreisvereinigung

In diesem Abschnitt untersuchen wir den allgemeinen Fall einer aus mehreren Krei-
sen bestehenden Kreisvereinigung. Der erste Ansatz ist immer, die zuvor erhaltenen
Ergebnisse zu iibertragen, indem wir die jeweiligen Bedingungen fiir jeden Kreis der
Kreisvereinigung fordern.

Satz 7.3.16 (Stabilitét, notwendige Bedingung).

Sei V€ Vg C U ein beliebiger Knoten in einem Kreis K € M einer Kreisver-
einigung M € Mg im Anschlussgraphen & = (0, €). Auflerdem existiere in der
Kreisvereinigung ein Knoten Vi € Va mit Y‘Ell) = 0. Mit diesem Knoten werde die
Berechnung der Verspdtungen in jedem Iterationsschritt n € IN begonnen. Ist die
Verspdtungsiibertragung zwischen den Kreisen unbeschrdinkt, so kann die Zufalls-
variable der Grenzverteilung der Zufallsfolge (Y‘Sn))nem nur dann stabil sein, wenn

Bedingung (7.19) in jedem Kreis K' € M erfiillt ist.

Beweis. Sind die Zufallsvariablen lim, oo Y\gn) fiir alle V € Vo (P-f.s.) endlich,
so ist die Verteilungskonvergenz dieser Verspidtungen unter den gegebenen Vor-
aussetzungen bereits mit Satz 7.2.6 nachgewiesen. Es bleibt die Endlichkeit der
Zufallsvariablen der Grenzverteilungen zu untersuchen.

Nehmen wir an, dass in der Kreisvereinigung M € Mg ein Kreis K € M exis-
tiert, in dem Bedingung (7.19) nicht erfiillt ist. Fiir die Knoten V € Vg dieses
Kreises gilt, dass sich die Verspatungen (Y‘S"))nem nicht stabil entwickeln. Die je-
weilige Zufallsvariable der Grenzverteilung ist (P-f.s.) nicht endlich. Dann folgt,
dass auch fiir alle anderen Knoten der Kreisvereinigung die Zufallsvariable der je-
weiligen Grenzverteilung nicht endlich sein kann. Wir erinnern uns, dass eine Kreis-
vereinigung eine starke Zusammenhangskomponente des Graphen darstellt. Jeder
Knoten ist von jedem anderen Knoten aus erreichbar. Verspatungsiibertragungen
von einem Kreis in einen anderen finden mittels der Maximums-Operation statt.
Die Zufallsgrofien C‘(,?, 1 <7 < Vg mit K € M, wurden in den Voraussetzungen
dieses Satzes nicht beschréinkt. O

Dieser Satzes liefert also eine notwendige Bedingung fiir die Endlichkeit der Zu-

fallsvariablen aller Grenzverspéatungsverteilungen in der betrachteten Kreisvereini-
gung. Aus Satz 7.3.11 schlieen wir auf hinreichende Bedingungen.
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Abbildung 7.9.: Beispiel fiir eine Kreisvereinigung

Satz 7.3.17.
Sind die Bedingungen (a), (c) aus Satz 7.3.11 sowie Bedingung (7.19) fiir alle Kreise
K € M der Kreisvereinigung M € Mg erfillt, so gilt

lim Y™ < oo (P-f.s.)

n—oo

fiir alle Knoten V€ V.

Mit Satz 7.3.17 erhalten wir die Stabilitiat der Grenzverteilungen, falls wir bei-
spielsweise im ersten Iterationsschritt mit einer (P-f.s.) nicht positiven Verspitung
starten und zusétzlich zu (7.19) eine (einfache) Anschlusssicherungsstrategie (s. Ab-
schnitt 6.4.1) mit endlicher maximaler Wartezeit verwenden. Letztere wird dann nur
fiir Umsteigebeziehungen benétigt, bei denen Verspétung von Ereignissen auflerhalb
des jeweils betrachteten Kreises iibertragen wird.

Satz 7.3.18 (Eindeutigkeit).
Sind die Grenzverteilungen der Verspdatungen (Yé"))nem fir alle Knoten V€ Vpm
einer Kreisvereinigung M € Mg stabil, so sind sie auflerdem eindeutig, falls in
jedem Kreis K € M die Bedingungen aus Korollar 7.3.15 erfullt sind. Ist V1 € Vm
der Knoten, mit dem die Verspdtungsberechnung in jedem Iterationsschritt beginnt,
so sind die Grenzverteilungen unabhdngig von der Startverteilung der Zufallsgrifie
v,

1

Tatséchlich wird die Forderung der stochastischen Unabhéngigkeit in Bedingung
(b) aus Korollar 7.3.15 im Allgemeinen nicht immer bzw. nur ndherungsweise erfiillt
sein. Sie ist die zentrale Bedingung fiir Verspatungsfortpflanzung auf Ebene der
Verteilungsfunktionen. Ist sie nicht erfiillt, konnen die Resultate fehlerhaft sein. Wir
zeigen im Folgenden fiir ein stark vereinfachtes Beispiel, wie wir auf Eindeutigkeit
der Grenzverteilung schliefen konnen, auch wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist.
Ein allgemeiner theoretischer Beweis wird in dieser Arbeit nicht mehr gefiihrt.

Beispiel 7.3.19.
Wir betrachten im Folgenden die Situation in Abbildung 7.9 und untersuchen die

Fortpflanzung der Verspdtung Y\Sll). Die Kreisvereinigung enthdlt die beiden Kreise

Ki=(,Vo,V3) und K= (Vi,V4,Vs) .
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Als Knotensortierung verwenden wir o(Vi) = (Vi, Va, Vs, Vi, Vs). Lediglich fiir Kno-
ten Vi fliefien in die bendtigte Maximumsoperation eventuell stochastisch abhdingige
Zufallsgrifien ein. Es sei fiir alle n € N und einen Kreis K € M = {K1, K2}

By = S AP und B™ = maX{BQB,BE?;
VeV

(B(”))nem ist eine stochastisch unabhdngige und identische verteilte Zufallsfolge.
Es gilt fiir alle Iterationsschritte n € IN

Vi = max {7+ BV 4+ B, UM = max {7 + B, U
mit

3

5
U™ = max{ZAg%A(Vg),ZA(Jj’,A‘J;’,o} :

i=2 1=4

U™ reprdsentiert die von Y‘xl) unabhdngigen Terme. Zusdtzlich beschrdnken wir
im Sinne der Stabilitdt die Verspdtungsibertragung in Knoten Vi, d.h.

Yél“rl) = min {c, max {Y‘ZL) + B(n)7 U(")}}
fir ein ¢ € Rso. Durch rekursives Einsetzen erhalten wir

Y‘EIH'I) = min {c, max { min {c+ B™ max {[ R

n
min {c—|— ZB”),

1=2
max{YV(l” +> Y, U™ +ZB<’>}},[...]} .
=1 1=2
Fiir obiges Beispiel nehmen wir wie in Satz 7.3.18 an, dass E[Bf,(ll)] < 0 und

E[Bg;] < 0 gilt. Gilt auBerdem E[BW] < 0, so existiert (P-f.s.) ein ng € N,
sodass fir alle n > no gilt

v+ 3B <0
=1

Damit wére lim, oo Yé:% wegen der Maximumsbildung mit 0, unabhéngig von der

Startverteilung. Gilt jedoch E[B™M)] > 0, so existiert (P-f.s.) ein no € IN, sodass fiir
alle n > ng gilt

YO+ B s .
=1
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In diesem Falle ware limy, o0 Y‘S:l), wegen der Minimumsbildung mit ¢, ebenfalls un-
abhéingig von der Startverteilung. Ein hierauf aufbauendes allgemeineres Resultat
wird in dieser Arbeit nicht mehr angegeben.

7.4. Pseudo-topologische Sortierung

Es sei & C Va die Menge der bereits sortierten Knoten der Kreisvereinigung M,
d.h. die Menge der Knoten, fiir die bereits eine Reihenfolge existiert. U = Vaq \ S
ist entsprechend die Menge der unsortierten Knoten. Die Idee der im Folgenden
vorgestellten Sortierung ist es, einer topologischen Sortierung méglichst nahe zu
kommen. Ein Knoten soll erst dann einsortiert werden, wenn bereits mdglichst vie-
le seine Vorgénger zuvor einsortiert wurden. Um dieses Vorgehen zu prézisieren
definieren wir mit

BV ePre(V) |V €U}

#Pre(V)

den Anteil noch nicht sortierter Vorgénger eines Knoten V' € V4 im Anschlussgra-
phen. Suchen wir den als néchstes einzusortierenden Knoten, wihlen wir denjenigen
mit minimalem ay. Je geringer die Werte fiir ay dabei sind, desto mehr &hnelt
die sich ergebene Sortierung einer topologischen Sortierung. Falls eine topologische
Sortierung existiert, besitzen die gewdhlten Knoten bei diesem Vorgehen immer die
Eigenschaft ay = 0. Algorithmus C.4.1 beschreibt die einzelnen Schritte genauer.

ay €[0,1], (7.21)

7.5. Empirische Resultate - Konvergenzgeschwindigkeit

’ Knoten ‘ Linie ‘ Stationen H Knoten ‘ Linie ‘ Stationen

Vi Ly S1, S8, S2 Va2 Lo S2, 59,53
Vs L3 S3, 510,54 Vi Ly S4,S11, S5
Vs Ls S5, S12, S6 Ve Lg Se, S13, 51
Vz L S2, 87,51 Vs Ls S3, 57,51
Vo Lg Sy, S7,S1 V1o Lio Ss, 57,51
Vi1 L1 | Si5,514, 54 Vi Li2 | S4, 514,515

Tabelle 7.2.: Ubersicht der Beziehung zwischen Knoten und Linien

In den vorangegangen Abschnitten dieses Kapitels wurde die Verspatungsfort-
pflanzung mittels eines theoretischen Ansatzes untersucht. Urspriinglich ging dem
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(a) Anschlussgraph (b) Streckennetz

Abbildung 7.10.: Beispiel fiir eine Kreisvereinigung

jedoch eine empirische Analyse des Einflusses unterschiedlicher Knotensortierun-
gen des Anschlussgraphen voraus. Der theoretische Modellierungsansatz sollte die
empirisch gewonnenen Erkenntnisse bestdtigen bzw. erkliren.

Grundlage fiir die empirischen Untersuchungen war der Anschlussgraph in Abbil-
dung 7.10(a). In Abbildung 7.10(b) ist das zugehorige Streckennetz zu sehen. Ins-
gesamt 12 Linien verkehren innerhalb dieses Netzes. Der Zusammenhang zwischen
Knoten des Anschlussgraphen und Linien im Streckennetz wird in Tabelle 7.2 ange-
geben. Samtliche Kanten des Anschlussgraphen représentieren Umsteigeaktivitéten
des zugehorigen Ereignis-Aktivitdtsnetzwerkes. Fiir diese Umsteigeaktivitdten gilt
jeweils Folgendes:

e Die Mindestumsteigezeit betrigt 4 Minuten.
e Der Zeitpuffer betrdgt 1 Minute.

Alle weiteren Fahrplaninformationen werden in Tabelle 7.5 angegeben. Nur Fahrak-
tivitdten wird eine (einheitliche) Quellverspatungsverteilung zugewiesen. Halteak-
tivitdten werden also nicht verspétet. Die verwendete Hyper-Erlangverteilung ist
durch die folgenden Parameter ihrer Dichtefunktion gegeben (vgl. Abschnitt 5.4):

e a9 =0, M =3,

e a1 = 0.060439562579102, 1 =1, A1 = 0.55853096523127,
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e o = 0.0061855243197251, ro = 1, A2 = 0.55853096686656,

o a3 = 0.93337491310117, r3 = 3, A3 = 0.84658212153167.

Die zugehorige Verteilungsfunktion ist in Abbildung 6.6 (s. Seite 85) zu sehen. Der
Erwartungswert betragt 3.42685.

Das Ziel bei der Erzeugung dieses Anwendungsbeispiels war zum einen, beziiglich
der Sortierung der Knoten des Anschlussgraphen verschiedene Ansétze vergleichen
zu konnen. Zunéchst betrachten wir die topologische Sortierung der Knoten auf
Ebene des Kreisvereinigungsgraphens. Es existieren nur zwei singuldre Knoten:
Vi1 und Viz. Die tibrigen Knoten bilden die Kreisvereinigung M. Die topologi-
sche Sortierung lautet (V11, M, Vi2). Lediglich die Wahl der Sortierung fiir Knoten
der Kreisvereinigung ist frei wahlbar. Im Folgenden werden die im Rahmen der em-
pirischen Untersuchungen verwendeten Sortierungen (s. beispielsweise Tabelle 7.3)
kurz erlautert. Die pseudo-topologische Sortierung wurde bereits im vorherigen Ab-
schnitt diskutiert.

e Vorginger: Knoten Vi ist beziiglich der Anzahl der Vorgangerknoten der
wichtigste bzw. grofite Knoten des Anschlussgraphen. Geméfl dieser Sortie-
rung sollen in jedem Iterationsschritt zuerst die Verspatungen der Ereignisse
der Vorgingerknoten bestimmt werden, bevor die Verspétungen der Ereignisse
des Knotens Vi bestimmt werden. Die iibrigen Knoten werden der natiirlichen
Abfolge in den Kreisen folgend sortiert.

o Grof3e: Diese Sortierung verfolgt eine, im Vergleich zur vorherigen Sortierung,
gegensitzliche Idee. Es wird in jedem Iterationsschritt mit der Bestimmung
der Verspatungen der Ereignisse des Knotens Vi begonnen. Die {ibrigen Kno-
ten werden wieder der natiirlichen Abfolge in den Kreisen folgend sortiert.

e sprunghaft: Statt der natiirlichen Abfolge der Knoten in den Kreisen zu
folgen, werden in dieser Sortierung einzelne Knoten tibersprungen. Die Vor-
stellung ist, dass die direkte Verspatungsfortpflanzung so unterbrochen wird.

e anti-topologisch: Diese Sortierung stellt gewissermaflen das Gegenteil einer
topologischen Sortierung dar. Eine direkte, d.h. natiirliche, Verspatungsfort-
pflanzung wird weitestgehend unterbunden.

Ein weiteres Ziel war, fiir einen aussagekriftigen Vergleich der Knotensortierun-
gen eine moglichst , gleichméflige* Verspatungsfortpflanzung innerhalb und zwi-
schen den Knoten zu garantieren. In allen Knoten sollten daher identische Quell-
verspatungsverteilungen und Zeitpuffer verwendet werden. Ebenso sollten die Zeit-
puffer fiir Umsteigeaktivitdten iibereinstimmen. Fiir alle Sortierungen wurde ein
einheitliches Kriterium fiir den Abbruch der Iteration verwendet. Fiir vorgegebenes
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a € (0,1) ist
n = min {m eN\{1} |V V €V : [EYI™] —E[Y ™ V]| < E[Y{™]- a}

die Anzahl der durchgefiihrten Iterationsschritte. Tabelle 7.3 zeigt die bendtigte
Anzahl an Iterationsschritten in Abh#ngigkeit von der Wahl der Sortierung und
unterschiedlichen Werten des Parameters «. Je kleiner der Wert von « ist, desto
kleiner sind die zugelassenen Verdnderungen der Erwartungswerte im Vergleich zum
Iterationsschritt zuvor. Daher ist es plausibel, dass die Anzahl der Iterationsschritte
fiir alle Sortierungen gréfler wird, wenn der Wert des Parameters a kleiner gew&hlt
wird. Fiir @ = 0.1 sieht die Situation fiir alle Sortierungen vergleichbar aus. Es
werden zwischen 4 und 6 Iterationsschritte durchgefiihrt. Fiir a = 0.01 weicht nur
die pseudo-topologische Sortierung etwas von den anderen ab. Fiir o = 0.0001
ist die Anzahl an Iterationsschritten die ersten drei Sortierungen vergleichbar. Die
»,sprunghafte“ Sortierung benétigt zwischen 6 und 7 Schritten mehr, die ,anti-
topologische* benttigt sogar zwischen 11 und 12 Schritten mehr.

Das allein sagt iiber die Giite der Sortierungen noch nicht viel aus. Wichtig ist
auflerdem, wie nahe die Erwartungswerte zum Zeitpunkt des Abbruchs der Iteration
an ihren (empirischen) Grenzwerten liegen. Wir betrachten dazu Tabelle 7.4. Fiir
a = 0.0001 sehen wir, dass die Erwartungswerte bei den drei betrachteten Sortie-
rungen empirisch, trotz der zuvor diskutierten Unterschiede in den Sortierungen, in
allen Knoten gegen die gleichen Grenzwerte streben. Dies geschieht allerdings mit
unterschiedlicher Geschwindigkeit. Tabelle 7.3 entnehmen wir, dass sich die Sortie-
rungen beziiglich der Anzahl der Iterationsschritte fiir vorgegebenes a unterschei-
den. Obwohl bei Wahl der ,sprunghaften® bzw. der ,anti-topologischen* Sortierung
im Falle a = 0.1 ein bzw. zwei [terationsschritte mehr durchgefiihrt werden als bei
Wahl der ,,pseudo-topologischen* Sortierung, ist die Konvergenz der Erwartungs-
werte bei letzterer in fast allen Knoten weiter vorangeschritten (s. Tabelle 7.4).

Sortierung H Anz. Iterationsschritte ‘
a=0.1| a=0.01 | «=0.0001
pseudo-topologisch | Vy, Vi, Vig, Vs, Vs, Vi, Vi, Vo, Vs, Vs 4 8 22
Vorgénger Ve, Vio, Vo, Vs, V7, Vi, Vo, V3, Vi, Vs 5 12 23
Grofe Vi, Va, Vs, Vi, Vs, Vs, Vio, Vo, Vs, Vr 4 11 23
sprunghaft Vo, Vi, Ve, Vo, Vo, V3, Vs, Vig, V&, V1 5 13 29
anti-topologisch Vi, Ve, Vs, Vu, Vs, Vo, Vig, Vo, Vs, Va 6 12 34

Tabelle 7.3.: Benotige Anzahl an Iterationsschritten
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Dabei unterstellen wird, dass die in Tabelle 7.4 fiir « = 0.0001 gemessenen Werte
néherungsweise den wahren Grenzwerten entsprechen.

Als Ergebnis dieses Experiments kénnen wir zusammenfassend festhalten, dass
die Sortierungen die Geschwindigkeit der Konvergenz der Erwartungswerte beein-
flussen. Die jeweiligen Grenzwerte stimmen empirisch iiberein. Des Weiteren spre-
chen die Ergebnisse hinsichtlich der Konvergenzgeschwindigkeit fiir die Wahl der
im vorherigen Abschnitt vorgestellten ,,pseudo-topologischen* Sortierung.
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Linienstation H pseudo-top. | sprunghaft | anti-top.

H pseudo-top. | sprunghaft | anti-top.

a=0.1 a = 0.0001

(L1, Sg) 2.85065 2.85976 2.81675 3.12977 3.12981 3.12962
(L1, S2) 2.14881 2.15848 2.12466 2.40107 2.40111 2.40095
(L2, So) 1.81395 1.7627 1.79744 2.01018 2.01011 2.01009
(L2, S3) 1.46144 1.4221 1.44903 1.61677 1.61671 1.6167
(L3, S10) 1.39572 1.36725 1.35626 1.54467 1.54463 1.54456
(L3, S4) 1.169 1.14689 1.13842 1.23751 1.23747 1.23741
(L4, S11) 1.37364 1.35969 1.35631 1.44574 1.44573 1.44568
(L4, Ss) 1.12501 1.11369 1.11096 1.19079 1.19078 1.19074
(Ls, S12) 1.15622 1.14774 1.12466 1.21221 1.2122 1.21213
(Ls, Se) 0.984385 0.977643 0.959435 1.03239 1.03238 1.03233
(Ls, S13) 1.06956 1.05088 1.03433 1.10712 1.1071 1.10705
(Le, S1) 0.922273 0.907508 0.894593 0.95329 0.953267 0.953227
(L7, S7) 1.81395 1.76278 1.79744 2.01018 2.01011 2.01009
(L7, 51) 1.46144 1.4221 1.44903 1.61677 1.61671 1.6167
(Ls, S7) 1.39572 1.36725 1.38692 1.54467 1.54463 1.54462
(Ls, S1) 1.169 1.14689 1.16225 1.23751 1.23747 1.23746
(Lyg, S7) 1.37364 1.35969 1.38023 1.44574 1.44573 1.44573
(Lo, S1) 1.12501 1.11369 1.13042 1.19079 1.19078 1.19078
(L10,S7) 1.15622 1.14774 1.14571 1.21221 1.2122 1.21217
(L10,51) 0.984385 0.977643 0.976035 1.03239 1.03238 1.03236
(L11, S14) 0.591177 0.591177 0.591177 0.591177 0.591177 0.591177
(L11,54) 0.600676 0.600676 0.600676 0.600676 0.600676 0.600676
(L12, S14) 1.20307 1.18689 1.18073 1.24878 1.24876 1.24871
(L12,S15) 1.02774 1.01489 1.01002 1.0707 1.07068 1.07064

Tabelle 7.4.: Erwartete Ankunftsverspatungen in Abhéngigkeit der genutzten Sor-

tierung
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Linienstation H Ankunft ‘ Abfahrt ‘ Mindesthaltezeit | Mindestfahrzeit | Puffer Station | Puffer Strecke

(L1, S1) - 0 - 7 - 4
(L1, Ss) 11 13 2 7 0 5
(L1, S2) 25 - - - - -
(L2, S2) - 30 - 7 - 4
(L2, So) 41 43 2 7 0 5
(L2, S3) 55 - - - - _
(Ls, S3) - 0 - 7 - 4
(L3, S10) 11 13 2 7 0 5
(Ls, S1) 25 - - - - -
(L4, S4) - 30 - 7 - 4
(L4, S11) 41 43 2 7 0 5
(L, S5) 55 - - - - -
(Ls, S5) - 0 - 7 - 4
(Ls, S12) 11 13 2 7 0 5
(Ls, Se) 25 - - - - -
(Lg, Se) - 30 - 7 - 4
(Ls, S13) 41 43 2 7 0 5
(Lg, S1) 55 - - - - -
(L7, 82) - 30 - 7 - 4
(L7, 57) 41 43 2 7 0 5
(L7, 81) 55 - - - B _
(Ls, S3) - 0 - 22 - 4
(Ls, S7) 26 28 2 22 0 5
(Ls, 81) 55 - - - B _
(Lo, S4) - 30 - 7 - 4
(Lo, S7) 41 43 2 7 0 5
(Lo, S1) 55 - - - - _
(L10, S5) - 0 - 22 - 4
(L10, S7) 26 28 2 22 0 5
(Lo, 51) 55 - . R B .
(L11, S1s) - 0 - 7 - 4
(L11, S1a) 11 13 2 7 0 5
(L11, S1) 25 - - R i .
(L12, S1) - 30 - 7 - 4
(L12, S14) 41 43 2 7 0 5
(L12, S15) 55 - - - - -

Tabelle 7.5.: Fahrplan, Zeitpuffer und Mindestzeiten
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Ubersicht
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8.2. Der Simulationsalgorithmus . . .. ... ... ... .. 151

Die verwendete ereignisgesteuerte stochastische Simulation basiert auf einer stu-
dentischen Arbeit von FLORIAN ARNOLD. Das Verfahren sowie die Implementation
wurden im Rahmen dieser Arbeit wesentlich weiterentwickelt. Ziel war es, neben ei-
nem Performance-Vergleich zwischen Simulation und analytischer Berechnung auch
eine Moglichkeit zur Validierung der Ergebnisse der analytischen Berechnung zu er-
halten. Die Kernidee der Arbeit von FLORIAN ARNOLD war die spezielle Beriicksich-
tigung von Zubringer-Abbringer-Beziehungen zwischen Ziigen verschiedener Linien.
Es musste ein moglichst effizienter Weg gefunden werden, um Abbringern in den
jeweiligen Stationen die Information zu geben, ob und auf welche Zubringer sie
warten miissen.

Die wesentlichen Phasen der Simulation sind in Abbildung 8.1 zu sehen. In der
ersten Phase, wird anschaulich das Streckennetz mit Ziigen der jeweiligen Lini-
en gefiillt. Tatséchlich werden (mindestens) so lange verspitungsfreie Ereignisse
erzeugt, bis jede Linie mit einem Zug an der Endstation angekommen ist. Der wei-
tere Ablauf findet in gewissen Zyklen statt. Jedem dieser Zyklen geht eine Phase
voran, in der Verspitungen erzeugt aber noch nicht ausgewertet werden. Genau
genommen werden Quellverspiatungen simuliert. Deren Fortpflanzung wird durch
verspétete Ereignisse registriert. In dieser Phase sind wir noch nicht an der Grofle
der Verspétungen interessiert. Vielmehr soll zundchst nur sichergestellt werden,
dass die simulierten Quellverspétungen bis zu den relevanten Stellen (Ereignissen)
im Netz fortgepflanzt wurden, bevor wir die Verspatung an diesen Stellen messen.
Wir warten also den Aufbau der Verspéatungen ab. Ohne diese Entwicklungsphase
fiir Verspatungen beobachteten wir zunéchst tendenziell zu geringe Verspatungen.

Die nun folgende Phase stellt den Ablauf eines der erwéhnten Zyklen dar. Er un-
terscheidet sich von der vorangegangenen Phase nur darin, dass wir die fiir uns (hin-
sichtlich unserer Kostenfunktion) relevanten Verspdtungen notieren. Grob gesagt
wird bei jeder Ankunft eines Zuges (fiir jedes Ankunftsereignis) die entsprechende
Ankunftsverspiatung festgehalten. Zusétzlich wird entschieden, ob Passagiere, die
in diesem Zug saflen, einen ihrer Anschliisse verpassen. Die dadurch resultierende
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Abbildung 8.1.: Grobablauf der ereignisgesteuerten stochastischen Simulation

Verspatung wird ebenfalls festgehalten. Eine prézisere Beschreibung der Vorgehens-
weise folgt zu einem spéteren Zeitpunkt. Die Lénge eines Zyklus wird in gewissem
Mafe dynamisch, abhéngig vom Netz und den verkehrenden Linien, festgelegt. Am
Ende eines jeden Zyklus erfolgt die Erstellung eines Stichprobenwertes. Die zuvor
notierten Verspatungen werden hierfiir gemittelt. Auch hier sei gesagt, dass das
genaue Vorgehen im Folgenden noch detaillierter dargestellt wird.

In Abbildung 8.1 ist zu sehen, dass im niichsten Schritt gepriift wird, ob die
Mindestanzahl der bisher ausgewerteten Zyklen erreicht ist. Diese ist gleichbedeu-
tend mit der Mindestanzahl der erzeugten Stichprobenwerte. Hintergrund ist, dass
die Entscheidung, ob die geforderte Signifikanz der Stichprobe erfiillt ist, mit Hilfe
eines Konfidenzintervalls getroffen wird. Zu Beginn wird der Mittelwert der Stich-
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probenwerte stark schwanken. Mit der Forderung einer Mindestgrofie der Stichprobe
vermeiden wir ein zu frithes Abbrechen der Simulation. Des Weiteren kénnen wir
so die Normalverteilungsannahme der Summe der Stichprobenwerte rechtfertigen.
Ist die geforderte Signifikanz erreicht, so wird die Simulation abgeschlossen und das
Ergebnis (Kostenfunktionswert) zuriickgegeben.

Ist die geforderte Signifikanz jedoch noch nicht erreicht, so muss ein weiterer
Stichprobenwert erzeugt bzw. ein neuer Zyklus gestartet werden. Damit die im
vorherigen Zyklus gemessenen Verspatungen keinen Einfluss auf die im folgenden
Zyklus zu messenden Verspdatungen haben, fithren wir eine Art Regeneration der
Simulation durch, in dem wir die zu diesem Zeitpunkt im System bzw. den Er-
eignissen enthaltenen Verspidtungen entfernen. Es stehen im Anschluss dieselben
Ereignisse in der Ereignisliste. Allerdings sind sie dann verspétungsfrei und haben
eventuell ihre Position in der (sortierten) Ereignisliste veréindert. Anschaulich be-
trachten wir immer noch die gleichen Ziige wie zum Ende des vorangegangenen
Zyklus, allerdings sind diese jetzt wieder fahrplanméfig unterwegs. Bevor wir er-
neut Verspatungen messen, d.h. einen Zyklus starten, werden zunéchst, wie oben
bereits beschrieben, in einer vorangehenden Phase Verspatungen wieder aufgebaut.

8.1. Elemente der Simulation

Den zentralen Bestandteil der Simulation bilden natiirlich die Ereignisse. Wir ver-
wenden drei verschiedene Arten von Ereignissen:

1. Abfahrt / Ankunft eines Zuges: Abfahrten und Ankiinfte von Ziigen in
Stationen ihrer jeweiligen Linien werden durch entsprechende Abfahrts- bzw.
Ankunftsereignisse représentiert.

2. Start eines Zuges: Der Start eines Zuges stellt einen Spezialfall des Ab-
fahrtsereignisses dar. Dieses Ereignis beschreibt die jeweilige Abfahrt eines
Zuges in der Startstation der zugehorigen Linie.

Definition 8.1.1 (Ereignis).
Ereignisse sind vom Typ Start, Abfahrt oder Ankunft und reprisentieren die Zige
in der Simulation. Als zusdtzliche Information enthalten sie

(i)  den Zeitpunkt des Ereignisses,

(i)  die Nummer der Station,

(#i) die Nummer der Linie,

(i) die Nummer des Zuges der Linie sowie

(v)  die Verspitung des Zuges.
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Die Ereignisse werden in einer, beziigliche ihrer jeweiligen Zeitpunkte, sortierten
Liste gehalten. Aus dieser Liste wird immer das erste Element entnommen und ver-
arbeitet. Genauer wird dieses Vorgehen in Algorithmus C.1.6 dargestellt. Zunéchst
stellen wir aber zwei weitere zentrale Bestandteile der Simulation vor. In der Si-
mulation gibt es fiir jede Linie einen ersten Zug, der gestartet wird. Wir weisen
diesem Zug die Nummer 0 zu. Die Zeit ist in Minuten gegeben und beginnt zum
Zeitpunkt 0. Wir verwenden im Folgenden eine besondere Form des Fahrplans
aus Definition 3.2.2. Der Fahrplan 7™ enthélt die Ankunfts- und Abfahrtszeiten des
jeweils ersten Zuges einer jeden Linie in absoluter Zeit, d.h. nicht modulo der Takt-
zeit 7. Bevor die eigentliche Simulation starten kann, miissen zunéchst die unten
definierten relativen Zugbeziehungen erstellt werden. Es miissen also fiir jede Um-
steigebeziehung, relativ zum jeweiligen Zug der Abbringerlinie, die Zugnummern
der Zubringerziige bestimmt werden. Algorithmus 8.1.1 beschreibt die Vorgehens-
weise.

Definition 8.1.2 (Relative Zugbeziehung).

Fir eine Umsteigebeziehung der Linien L;, Lj € £, L; # Lj, in Station S € & gibt
die relative Zugbeziehung zs,1;,1; € Z die Abweichung der Zugnummer z; € IN
der Abbringerlinie L; von der Zugnummer z; € IN der Abbringerlinie Lo an. Es gilt
also

ZS,Li,Lj =Zi—Z5 .

Input : Fahrplan 7* und Taktzeit 7

// Mindestumsteigezeit c(S, L;, L;)
1 s=n"(ab, S, L;j) — 7" (an, S, L;) — ¢(S, L;, Lj);

s

2 return [2];

Algorithmus 8.1.1 : Erzeugung der relativen Zugbeziehungen

Definition 8.1.3 (Zubringer).

Zubringer stellen in der Simulation Zige dar. Fir jede Umsteigebeziehung in ei-
ner Station existieren Zubringer-Abbringer-Paare. Da wir ein periodisches System
betrachten, existiert fiir jede Periode (Takt) genau ein solches Paar. Als Kennzeich-
nung enthdlt der jeweilige Zubringer die Information tber

(i)  die Nummer seiner Linie,

(i)  die zu seinem Abbringer relative Zugbeziehung.
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Ly Ly

Abbildung 8.2.

Als néchstes wollen wir die sogenannten tatsichlichen Ankiinfte erldutern. Sie
setzen die zuvor erwihnte Idee aus der Arbeit von FLORIAN ARNOLD um und
ermoglichen in den meisten Fillen, die Frage, ob ein Anschluss erreicht wird, korrekt
zu beantworten.

Definition 8.1.4 (Tatséchliche Ankunft).

Eine tatsdchliche Ankunft gehort immer zu einer bestimmten Linie. Sie gibt Aus-
kunft dariber, zur welcher Zeit und in welcher Station ein bestimmter Zug dieser
Linie ankommen wird oder angekommen ist. Sie enthdlt daher als wesentliche In-
formation

(i)  die Nummer des Zuges,
(i)  die Nummer der Station,
(i3) die Ankunftszeit in dieser Station.

Fiir jede Linie gibt es wihrend der Simulation eine Liste ihrer aktuellen tatséchli-
chen Ankiinfte. Sie werden in der Simulation wihrend der Erstellung eines An-
kunftsereignisses erzeugt. Zunichst hat diese tatsdchliche Ankunft, im Vergleich
zum Ankunftsereignis, keinen Mehrwert beziiglich der enthaltenen Information.
Grundsétzlich werden sie fiir etwaige Abbringer, also Abfahrtsereignisse, in der
jeweiligen Station benétigt. Es gilt hier, verschiedene Situationen zu unterscheiden.
Veranschaulichen kénnen wir uns diese mittels Abbildung 8.2. Wir betrachten im
Folgenden immer die Anschlussbeziehung zwischen Abbringerzug z; € Z von Li-
nie Lo € £ und Zubringerzug z1 € Z von Linie L; € £ in Station S3 € &. Die
Entscheidung, ob der Anschluss gehalten werden kann, wird immer zum Zeitpunkt
der Ankunft des Abbringers getroffen, d.h. wenn das aktuelle Ereignis gerade die
Ankunft des Zuges z2 in S3 représentiert.

1. Die Abfahrt des Zuges z1 der Linie L in der vorherigen Station S2 hat zuvor
bereits stattgefunden. Der Zug 21 befindet sich noch auf dem Weg zur Stati-
on S3. In diesem Fall brauchte es eigentlich keine tatsidchliche Ankunft, um
die Information zu bekommen, wann Zubringerzug z; ankommt. Alternativ
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konnte man in der Ereignisliste das entsprechende Ankunftsereignis suchen.
Trotzdem wird die Einfiihrung der tatséchlichen Ankiinfte hier in der Regel
einen Vorteil haben. Denn hier suchen wir in der im Allgemeinen wesentlich
kiirzeren Liste der aktuellen Ankiinfte der Linie L. In der Ereignisliste stehen
stattdessen Ereignisse verschiedenen Typs und verschiedener Linien.

Die Abfahrt des Zuges z; der Linie L1 in der vorherigen Station Sz hat zu-
vor bereits stattgefunden. Der Zug z; ist allerdings auch an Station S3 bereits
wieder abgefahren. Es wire beispielsweise denkbar, dass Zug z2 sehr verspiitet
in Station S3 ankommt. In dieser Situation ist die Ereignisliste als Informa-
tionsquelle unbrauchbar. Das Ankunftsereignis des Zuges z; in Station Ss
wurde bereits abgearbeitet und im Anschluss aus der Ereignisliste entfernt.
Ob die Information in der Liste der tatsidchlichen Ankiinfte von Linie L1 ent-
halten ist, hdngt davon ab, zu welchem Zeitpunkt man die Elemente dieser
Liste wieder entfernt. Je spiter man dies macht, desto groBler bzw. ldnger
wird die Liste werden. Je stiarker das Verhalten der Ziige vom Fahrplan ab-
weicht, desto grofler wird die benéttigte Historie der Liste sein miissen. Man
benétigt dann die schon stattgefundenen Ankiinfte vorangegangener Takte.
Allerdings nimmt auch der Speicherplatzbedarf sowie die Zugriffszeit bei der
Suche der jeweiligen tatsdchlichen Ankunft in der Liste zu. Es muss also ein
Kompromiss zwischen Laufzeit und der Méglichkeit, stark vom Fahrplan ab-
weichendes Verhalten simulieren zu kénnen, gewahlt werden.

Im Rahmen der Optimierung werden gerade solche Fahrplidne nicht lange be-
trachtet, die zu stark vom Fahrplan abweichendem Verhalten des Systems
filhren (s. Abschnitt 9.2). Entweder man setzt die Simulation erst ein, wenn
diese Fahrpline bereits aussortiert wurden, oder man findet eine gesonderte
Bewertung. Dies setzt voraus, dass der Algorithmus erkennt, wenn ein Fahr-
plan nicht korrekt simuliert werden kann.

Die Abfahrt des Zuges z1 der Linie L; in der vorherigen Station Sy hat noch
nicht stattgefunden. Dies kann wiederum mehrere Griinde haben. Verschérft
wird diese Situation grundsétzlich dadurch, dass die Simulation bereits bei
Ankunft des Abbringerzuges (hier also z2) priift, wo sich der Zubringerzug
befindet bzw. in welcher Station er mit welcher Verspatung als néchstes ein-
trifft. Hat Abbringerzug 2o fahrplanméfig eine lange Aufenthaltszeit in Sta-
tion Ss, d.h. es ist in dieser Station ein grofler zeitlicher Puffer vorgesehen, so
kann Zubringerzug zi bei Ankunft von Zug 22 in S3 fahrplanméfig noch weit
entfernt sein, ohne die Anschlussbeziehung zwischen diesen beiden Ziigen zu
verletzen.

e Eine Méoglichkeit wire, dass die Strecke (S2,S3) € B sehr kurz ist. In
ICE-Netzen, wird dies eher selten der Fall sein.
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e Die Situation tritt auch hiufiger auf, wenn bereits die erste angefahrene
Station einer Zubringerlinie eine Umsteigestation ist. In Abbildung 8.2
wére dies also der Fall, wenn es Station S1 nicht gibe und stattdessen
Station S> Startstation fiir Linie L; wire. Ist die Strecke (S2,S3) €
B wieder hinreichend kurz, so ist Zug z; bei Ankunft von Zug z2 in
Station S3 noch nicht in S> losgefahren. Im Unterschied zum vorherigen
Fall, existiert z2 zu diesem Zeitpunkt auch noch gar nicht im System.
Entschérft wird das Problem im Falle von im Vergleich zu den Fahrzeiten
relativ kleinen Taktzeiten.

Es ist in allen Féllen nicht moglich, die genaue (simulierte) Verspétung des
Zubringerzuges z1 vorab zu bestimmen. Erst wenn iiber die Bearbeitung der
Ereignisse das Ankunftsereignis fiir z; in Ss erstellt wurde, steht die Ver-
spatung schliellich fest. Eine erste Idee war, die bis zum Zeitpunkt der Ent-
scheidungsfindung, ob der Anschluss erreicht wird, fiir den Zubringer z; re-
gistrierte Verspatung auch fiir die Ankunft in S3 anzunehmen. Diese Art
der Verspiatungsprognose ist in vielen Féllen sicher sehr grob. Eine andere
Moglichkeit ist, die Information iiber die Erwartungswerte der noch nicht si-
mulierten Quellverspidtungen sowie die noch folgenden zeitlichen Puffer zu
nutzen.

8.2. Der Simulationsalgorithmus

Algorithmus C.1.6 (s. Anhang) zeigt den bereits in Abbildung 8.1 anschaulich dar-
gestellten Ablauf der Simulation in Pseudocode. Ein zentraler Punkt ist in Zeile 16
der Test, ob die Simulationszeit soweit vorangeschritten ist, dass ein neuer Mess-
punkt erreicht wurde. Das Ergebnis dieser Abfrage hingt, insbesondere im Falle des
ersten Messpunktes, von mehreren Faktoren ab. Im Falle des ersten Messpunktes,
muss zunéchst mindestens so viel Zeit vergangen sein, dass die Phase des Fiillens
des Systems (s. Abbildung 8.1) abgeschlossen ist. Wichtig ist, dass sich ,,Zeit“ hier
auf die Zeitpunkte der Ereignisse bezieht. Im Anschluss muss zusétzlich mindestens
die Zeit vergangen sein, die fiir die Entwicklung der Verspatungen vorgesehen ist.
Erst dann beginnt der Zeitraum, in dem die Verspatungen tatsichlich gemessen
werden. Wie lange diese Messung erfolgt, hingt von der vorgegebenen Linge ei-
nes Messzyklus ab. Fiir alle weiteren Messpunkte gilt dann, dass sie dann erreicht
werden, wenn nach dem vorherigen Messpunkt die fiir die Entwicklungsphase der
Verspatungen bendtigte Zeit zuziiglich einer Zykluslénge vergangen ist.

Wurde noch kein neuer Messpunkt erreicht, so wird die Simulation direkt mit
der Bearbeitung des aktuellen Ereignisses fortgesetzt. Je nach Ereignistyp wird
natiirlich unterschiedlich verfahren. Im Falle eines Startereignisses miissen zwei
Aufgaben erledigt werden. Zun#chst muss sichergestellt werden, dass einen Takt
spéter erneut ein Zug dieser Linie startet. Es wird also ein neues Startereignis in
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derselben Station erzeugt, wie in Zeile 1 des Algorithmus C.1.1 zu sehen ist. Dieses
Startereignis ist verspatungsfrei. Die zugehorige Zugnummer wird, im Vergleich zur
Zugnummer des vorherigen (iibergebenen) Startereignisses, um 1 erhoht. Als néchs-
tes muss die tatséchliche Abfahrt des zum aktuellen Startereignis gehérenden Zuges
bestimmt werden, damit ein Abfahrtsereignis erzeugt werden kann. Wir gehen da-
von aus, dass Ziige, wenn moglich, piinktlich starten. Diese Annahme kann auch
leicht verworfen werden. Sie ist aber Grundlage fiir das Vorgehen in Zeile 6. So kann
die tatsdchliche Abfahrt des Zuges nur durch eventuelle Zubringer verzégert werden.
Der zum Startereignis gehorende Zug erfihrt selbst keine Quellverspétung in seiner
Startstation. Wie hoch die iibertragene Verspatung ist, hingt neben der Verspiatung
der Zubringer auch von der Anschlusssicherungsstrategie bzw. der Anschlusssiche-
rungskonstanten ab. Letztere gibt an, wie lange auf verspétete Zubringer maximal
gewartet werden soll, um den Anschluss zu erméglichen (s. Abschnitt 6.4). In Zeile
8 wird ein neues Abfahrtsereignis angelegt. Wie zuvor bei der Erstellung des neuen
Startereignisses, wird die Zugnummer bzgl. der Zugnummer des Ereignisses £ um
1 erhoht. Die Stationen stimmen natiirlich noch iiberein.

Fin wenig aufwendiger gestaltet sich die Bearbeitung eines Abfahrtsereignisses
(s. Algorithmus C.1.2). Neben der Erzeugung eines neuen Ankunftsereignisses muss
die Liste der tatsichlichen Ankiinfte iiberarbeitet werden. Bevor in Zeile 4 ein neu-
es Ankunftsereignis angelegt wird, muss zuvor die Quellverspétung fiir die Fahrt
auf der vor der Ankunft zuriickzulegenden Strecke simuliert werden. Im Anschluss
kann berechnet werden, mit welcher Verspédtung der Zug in der nichsten Station
ankommt. Weiter oben sind wir bereits auf die Problematik eingegangen, dass wir
in verschiedenen Situationen die tatsichlichen Ankiinfte eines gréferen Zeitraums
bendtigen. Je grofler dieser Zeitraum ist, desto grofler ist auch die Komplexitét bzgl.
Speicherbedarf und Zugriff auf die Liste der tatsichlichen Ankiinfte. Wir suchen
in der Liste den jeweiligen Zug beziiglich der zugehorigen Zugnummer. Kommt ei-
ne Zugnummer Ofters vor, muss zusétzlich die Station der tatséchlichen Ankunft
abgefragt werden. Wir haben uns fiir folgendes Vorgehen entschieden. Haben wir
ein Abfahrtsereignis wie oben bearbeitet, so l6schen wir die tatséichliche Ankunft
des zugehorigen Zuges in der vorherigen Station. Dieser Schritt ist in Zeile 6 des
Algorithmus C.1.2 zu finden. Die tatsédchliche Ankunft dieses Zuges in der zum
Abfahrtsereignis gehérenden Station bleibt erhalten. Zusétzlich wird fiir den Zug
natiirlich eine neue tatséichliche Ankunft angelegt, welche sich die benétigten Infor-
mationen mit dem zuvor erzeugten Ankunftsereignis teilt (s. Zeile 8).

Die Bearbeitung von Ankunftsereignissen erfordert den meisten Aufwand (siehe
Algorithmus C.1.3). Hier werden Entscheidungen bzgl. der Erreichbarkeit méglicher
Anschliisse getroffen. Aulerdem werden Ankunftsverspiatungen und durch verpasste
Anschliisse verursachte Verspatungen registriert. Hat der jeweilige Zug seine End-
station noch nicht erreicht, so muss ein neues Abfahrtsereignis in derselben Station
erzeugt werden. Dalfiir ist insbesondere die Simulation der Quellverspétung, die der
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Zug beim Halt in dieser Station erfihrt, notwendig. In Zeile 6 wird damit begonnen,
die tatsiichliche, eventuell vom Fahrplan abweichende, Aufenthaltszeit des Zuges in
der Station zu bestimmen. Im Anschluss ldsst sich so mit Kenntnis der aktuel-
len Ankunftszeit die Abfahrtszeit des Zuges sowie seine Verspédtung bestimmen.
Es kann ein neues Abfahrtsereignis angelegt werden. Die tatséchliche Aufenthalts-
zeit hiangt offensichtlich unter anderem vom Abbringerzug selbst ab. Der Zug darf
frithestens zum im Fahrplan vorgesehenen Zeitpunkt abfahren. Die Abfahrt findet
verspatet statt, wenn dieser Zeitpunkt durch Einhaltung der Mindesthaltezeit und
erfahrener Quellverspétung iiberschritten wird (s. Zeile 7). Ebenso kann die Abfahrt
durch Zubringerziige verspétet werden. Die hingt insbesondere von der Gréfle der
Anschlusssicherungskonstanten ab. In Zeile 8 wird der Zeitpunkt festgelegt, zu dem
Passagiere aus Zubringerziigen spétestens zum Einstieg in den Anschlusszug be-
reitstehen miissen. Kann dieser Zeitpunkt nicht eingehalten werden, so wird auf
diese Passagiere nicht gewartet. Die Abfahrt des Abbringerzuges wird von diesem
Zubringer dann nicht beeinflusst. Wie dies im einzelnen aussieht, wird in Zeile 9
bzw. Algorithmus C.1.4 betrachtet. Dort wird insbesondere die durch die, eventuell
verspéteten, Ankiinfte der Zubringerziige bedingte Aufenthaltszeit des Abbringer-
zuges berechnet. Die endgiiltige Aufenthaltszeit erhélt man durch Maximumsbil-
dung (siehe Zeile 10). Im Anschluss wird, wie schon oben beschrieben, ein neues
Abfahrtsereignis erzeugt.

Zentraler Bestandteil der Simulation ist somit Algorithmus C.1.4. Es wird unter
anderem das Ankunftsereignis des Abbringers iibergeben. Hier enthaltene Informa-
tionen sind unter anderem Zugnummer und Linie des Abbringers. Fiir jeden Zubrin-
ger (siehe Zeile 2) wird dessen aktuelle Liste der tatséchlichen Ankiinfte durchsucht
(siehe Zeile 1). Im Optimalfall finden wir in dieser Liste eine Ankunft, die in der
aktuellen Station des Abbringers stattfindet. Mit Kenntnis der Ankunftszeit des
Zuges sowie der mindestens bendtigten Umsteigezeit der Passagiere konnen wir in
Zeile 6 entscheiden, ob der Anschluss noch erreicht wird. Verpassen die Passagiere
ihren Anschluss, so wird die zugehorige Verspatung fiir die Linienstation des Zu-
bringers vermerkt. Andernfalls wird registriert, ob und wie lange der Abbringer in
der Anschlussstation verweilen muss, um einen Umstieg der Passagiere zu gewéhr-
leisten (siehe Zeile 9). Wird in Zeile 6 festgestellt, dass in der Anschlussstation keine
tatsédchliche Ankunft des gerade betrachteten Zubringers vermerkt ist, so kann das
zunéchst verschiedene Griinde haben. Der Zug kann an der Anschlussstation bereits
wieder abgefahren und seine tatséchliche Ankunft in dieser Station aus der Liste
geldscht worden sein. Dies wird allerdings nicht vorkommen, wenn die tatsdchlichen
Ankiinfte hinreichend lange in der Liste verwahrt bleiben. Auch kann es passieren,
dass der Zubringerzug an der vorherigen Station noch nicht abgefahren und daher
noch keine tatsdchliche Ankunft in der Anschlussstation erstellt worden ist. Falls
die vorherige Station die Startstation der Zubringerlinie ist, so ist es wie bereits
erwihnt sogar moglich, dass der Zubringerzug noch gar nicht im System existiert.
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In beiden Fillen ist also noch nicht bekannt, mit welcher Verspatung der Zubringer-
zug in der Anschlussstation ankommen wird. Die Entscheidung, ob der Anschluss
erreicht wird, kann nicht getroffen werden. Wir kénnen die Ankunftsverspiatung
allerdings in der Regel hochrechnen (sieche Zeile 7). Entweder wir simulieren die
Verspatungen vorab, d.h. bevor die Reihenfolge der Ereignisse in der Ereignisliste
dies vorsieht, oder wir verwenden die Erwartungswerte der Verspétungen. In beiden
Féllen wiirden die Verspatungen mit den zeitlichen Puffern verrechnet.

Wurde ein neuer Messpunkt erreicht, d.h. der Zeitpunkt des aktuellen Ereignis-
ses hat den hierfiir berechneten Zeitpunkt erreicht oder iiberschritten, so wird aus
den im gerade abgeschlossenen Zyklus registrierten Verspatungen ein Stichproben-
wert erzeugt. Wurden die Mindestanzahl der Stichprobenwerte erzeugt, wird auf
Grundlage von Konfidenzintervallen entschieden, ob die Schitzung fiir den Kosten-
funktionswert hinreichend genau ist. Mehr Details zum Kostenfunktionswert folgen
in Kapitel 9.
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In diesem Kapitel beschéftigen wir uns damit, in welchem Rahmen die in den vor-
herigen Kapiteln beschriebene Verspiatungsfortpflanzung Anwendung in der Opti-
mierung von Fahrplinen findet. Dabei sollen die beiden verschiedenen Ansétze, d.h.
Verkniipfung bzw. Modifikation von Verteilungsfunktionen oder eine ereignisgesteu-
erte stochastische Simulation, anhand eines Beispielnetzes miteinander verglichen
werden.

Es werden Bewertungskriterien fiir Fahrplidne eingefiihrt, die beriicksichtigen,
welche Wege die Reisenden auf ihrem Weg von der jeweiligen Startstation zur Ziel-
station nutzen. Die Erzeugung solcher Reisendenstréome wird im ersten Abschnitt
dieses Kapitels erldutert.

9.1. Generierung der Reisendenstréme

Zur Generierung der Reisendenstrome suchen wir im erweiterten Ereignis-Aktivi-
tétsnetzwerk (s. Definition 3.2.5) fiir jede (mégliche) Abfahrtsstation alle kiirzesten
Wege zu allen erreichbaren Ankunftsstationen (kiirzeste Wege zwischen Metakno-
ten). Es kann durchaus mehr als einen kiirzesten Weg zwischen zwei Metaknoten
geben. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn Linien eine Zeit lang parallel zuein-
ander verlaufen. Fiir die Bestimmung kiirzester Wege miissen den Kanten bzw.
Aktivitdten Gewichte zugeordnet werden. Ziel der Suche kiirzester Wege ist es, die
vermutlichen Reisendenstrome in einem Netzwerk sichtbar zu machen. Die Gewichte
miissen daher so bestimmt werden, dass der kiirzeste Weg zwischen zwei Stationen
eine plausible Route fiir die Fahrt der Reisenden zu ihrer Zielstation darstellt. Wir
wéhlen die Gewichte wie folgt:
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e a € A Fahraktivititen bekommen ihre Mindestdauer zugewiesen.

e o € YAhn9e. Umsteigeaktivitiiten bekommen das Maximum des Gewichts
aller Fahraktivitdten zugewiesen.

e a € AP™ U AA*S: Ein- und Aussteigeaktivititen bekommen das mit einer
Konstanten multiplizierte Gewicht der Umsteigeaktivitéiten zugewiesen.

e a € A%°P; Halteaktivititen bekommen alle das Gewicht 0 zugewiesen.

Das im Vergleich zu den Fahraktivitdten hohere Gewicht der Umsteigeaktivititen
lasst sich damit erkldren, dass Wege bevorzugt werden sollen, die moglichst wenige
Umstiege beinhalten. Damit wird das Entscheidungsverhalten von Reisenden bei
Wahl ihrer Verbindung nachgebildet. Auf dem Weg zu einer Zielstation benotigt
ein Reisender neben Aktivititen a € 2A9™e Uehange Y stP genau eine Einsteige-
sowie Aussteigeaktivitdt. Deshalb diirfen keine kiirzesten Wege gefunden werden,
die mehr als zwei Metaknoten beinhalten. Das hiefle, dass die Reisenden in ei-
nem Metaknoten, der weder Start- noch Zielstation ist, aus- und wieder einsteigen.
Erreicht werden kann dies, indem Einsteige- und Aussteigeaktivitdten ein entspre-
chend hohes Gewicht zugewiesen bekommen.

Fiir die Suche nach kiirzesten Wegen wird mit Algorithmus C.3.4 ein leicht mo-
difizierter DIJKSTRA-Algorithmus (s. [Dij59]) verwendet. Wesentlicher Unterschied
ist der Block von Zeile 24 bis Zeile 29. Hierdurch wird die Speicherung von We-
gen ermoglicht, welche dieselbe Lénge besitzen wie der aktuell kiirzeste Weg. Wird
beim weiteren Durchlaufen der Schleife mit Beginn in Zeile 10 ein kiirzerer Weg zu
der betrachteten Ecke gefunden, werden alle bis dahin als kiirzeste Wege gespei-
cherten Pfade wieder geloscht. Neben der Suche nach kiirzesten Wegen berechnet
Algorithmus C.3.4 zusétzlich fiir jeden Knoten des Graphen die Anzahl kiirzester
Wege vom jeweiligen Startknoten aus. Mittels dieser Informationen ist es moglich,
die Gewichte aus einer OD-Matrix auf die Umsteige- und Aussteigeaktivitdten um-
zulegen.

Algorithmus C.3.6 beschreibt die Vorgehensweise. Dabei wird der Graph von
jedem moglichen Metaknoten riickwérts bis zum Startknoten durchlaufen. Dies ge-
schieht rekursiv und gemif einer Tiefensuche, falls mehrere kiirzeste Wege existie-
ren.

9.2. Bewertung eines Fahrplans

CAREY vergleicht in [Car99] eine Vielzahl existierender Bewertungskriterien fiir
die Verlésslichkeit bzw. Funktionsfihigkeit von Fahrpldanen. Die Schwierigkeit bei
der Festlegung von Bewertungskriterien fiir Fahrpléne ist, dass wir dabei in einem
System zwei verschiedene Groflen betrachten, die sich dort ganz unterschiedlich be-
wegen. Dies sind zum einen Ziige, die sich gemé&f ihrer zugehorigen Linie bewegen.
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Die andere Grofle stellen Passagiere dar, welche sich mittels verschiedener Linien
bzw. Ziige auf dem Weg zu ihrem Ziel durch das System bewegen. M6chte man
einen Fahrplan bewerten, muss man sich zunéchst entscheiden, beziiglich welcher
der beiden Groflen dies geschehen soll. Mittels der zu findenden Kriterien soll beur-
teilt werden, inwieweit ein Fahrplan eine bestimmte (wiinschenswerte) Eigenschaft
besitzt. Diese Eigenschaften konkurrieren oft miteinander:

e  Anschlusssicherung® vs. ,, Kurze Aufenthaltszeiten in der Stationen*
e  Verspatungsresistenz® vs. ,Kurze Reisezeiten*

Fiir Ziige konnte ein Fahrplan beispielsweise optimiert werden, indem die mittlere
Ankunftsverspatung der Ziige in den Stationen ihrer Linie minimiert wird. Gewich-
ten wir dabei jede Linie und insbesondere jede Ankunft gleich, so wird dies im
Allgemeinen einen Fahrplan ergeben, der fiir die Passagiere nicht optimal ist. Denn
hier bleibt unberiicksichtigt, wie stark welche Linien von den Passagieren genutzt
werden. Die Verspitung eines jeden Passagiers direkt zu berechnen, bedeutete un-
verhéltnisméfig viel Aufwand. Wir suchen daher einen Weg, die Verspatungen der
Ziige auf Passagiere umzulegen. Wir haben uns schliellich dafiir entschieden, eine
bikriterielle Bewertung fiir Fahrpldne zu verwenden.

9.2.1. Mittlere fahrplanmaBige Reisezeit

Die mittlere fahrplanméfige Reisezeit eines Passagiers hiangt, neben den im Fahr-
plan 7 enthaltenen Informationen, von seiner persoénlichen Route ab. Sie ist jedoch
im Gegensatz zur Ankunftsverspitung eine deterministische Gréfle. In Abschnitt
9.1 haben wir erldutert, wie wir die unterschiedlichen Routen der Passagiere be-
riicksichtigen. Fiir die mittlere fahrplanméBige Reisezeit r(7) aller Reisenden wird
das Produkt aus dem in Algorithmus C.3.6 berechneten Reisendengewicht v, und
der jeweiligen fahrplanméfigen Dauer iiber alle Aktivitdten a € 2 des Ereignis-
Aktivitétsnetzwerkes IN = (&, 2) aufsummiert, d.h.

r(m) = Z’ya - m(a) .
acy

Dabei sei 7(a) die fahrplanmifige Dauer der Aktivitit a € 2.

9.2.2. Mittlere Ankunftsverspatung

Grundlage fiir das zweite Bewertungskriterium ist die mittlere Verspatung der Pas-
sagiere bei Ankunft in ihrer Zielstation. Dies ist offensichtlich eine stochastische
Grofle. Sie lidsst sich mittels der Information iiber die Verspédtung der genutzten Ziige
bestimmen. Jeder verpasste Anschluss wird mit der vollen (einheitlichen) Taktzeit
7 als Verspatung gewertet. Die endgiiltige Ankunftsverspétung in der Zielstation
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Puffer im Fahrplan

/ } ~

Fahrplanméfige Verspatung Verspétung
Netzreisezeit (analytisch) (simulativ)

| | |

[ Berechnung der ]

jal, ja) ja
Berechne Starte analytische Starte
Kostenfunktion Berechnung Simulation

Abbildung 9.1.: Bewertung eines Individuums

ergibt sich dann durch Addition der Verspitung des zuletzt genutzten Zuges. Die
Algorithmen C.3.1 und C.3.2 zeigen, wie diese Verspéitung, iiber alle Passagiere ge-
mittelt, im Rahmen der ereignisgesteuerten stochastischen Simulation (s. Kapitel 8)
bestimmt wird. Algorithmus C.3.3 zeigt die Bestimmung unter Verwendung zuvor
berechneter Verspatungsverteilungsfunktionen.

9.3. Fahrplanoptimierung in HiTT

Im Softwareprojekt HITT werden Fahrplédne mittels eines genetischen Algorithmus
optimiert. Die Optimierung selbst war nicht Gegenstand dieser Arbeit. Fahrpline
stellen die Individuen einer Population dar. IThre Bewertung findet in einem 3-
dimensionalen Kostenraum statt. Eine Dimension stellt die mittlere fahrplanmé&fi-
ge Reisezeit (in Minuten) dar, die anderen beiden Dimensionen entsprechen der
simulierten bzw. mittels der Verteilungsfunktionen bestimmten mittleren Ankunfts-
verspiatung (in Minuten) aus dem vorherigen Abschnitt. In Abbildung 9.1 wir die
Fahrplanbewertung veranschaulicht. Zunéchst werden die im Fahrplan enthaltenen
Zeitpuffer bestimmt. Dies ist fiir die Berechnung der Verteilungsfunktionen not-
wendig. Gleichzeitig wird in diesem Schritt der Fahrplan in die fiir die Simulation
bendtigte Struktur transformiert. Vor Beginn der Optimierung wird festgelegt, wel-
che der drei Kostenfunktionen berechnet werden sollen (bis zu drei). Fiir die Op-
timierung sind maximal zwei Kostenfunktionen auswahlbar. Soll hinsichtlich der
mittleren Ankunftsverspdtung optimiert werden, entscheiden wir uns entweder fiir
die Simulation oder die Bestimmung der Verteilungsfunktionen.
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Abbildung 9.2.: Graphische Oberfliche des Softwareprojektes HITT

In Abbildung 9.2 ist die graphische Oberfliche von HITT mit der Visualisie-
rung des 3-dimensionalen Kostenraumes zu sehen. In zwei der drei Fenster wird
die mittlere fahrplanméflige Reisezeit zusammen mit der mittleren Ankunftsver-
spiatung (simulativ und unter Verwendung der Verteilungsfunktionen) in einem
Streudiagramm dargestellt. Das dritte Fenster zeigt das Streudiagramm fiir die
beiden Methoden zur Bestimmung der mittleren Ankunftsverspitung. Je ndher die
Punkte hier an der Ursprungsgeraden liegen, desto besser stimmen Simulation und
Bestimmung der Verteilungsfunktionen fiir die jeweiligen Fahrpline iiberein. Die
Genauigkeit der Simulation lédsst sich iiber die Parameter der Konfidenzintervalle,
der vorgegeben Breite sowie des Signifikanzniveaus, steuern. Die gute Ubereinstim-
mung der Kostenfunktionswerte spricht, wegen der deutlichen Vorteile hinsichtlich
der Rechenzeit, fiir die Verwendung der Verspidtungspropagation auf Ebene der
Verteilungsfunktionen.

In Abbildung 9.3 ist eine typische Entwicklung einer Population zu sehen, wenn
sowohl die mittlere Reisezeit als auch die mittlere Ankunftsverspitung als Opti-
mierungskriterium verwendet werden. Wir erhalten eine Menge pareto-optimaler
Fahrpldne (rote Markierung), wobei die mittlere Verspétung fiir kleiner werdende
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Reisezeiten zunehmend stark anwéchst.
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10. Zusammenfassung

Die Erstellung von Fahrpldnen im Bahnverkehr unterliegt verschiedenen Heraus-
forderungen. Zufillige Einfliisse konnen Betriebsablédufe stéren und letztlich zu Ab-
weichungen vom Fahrplan, d.h. Verspidtungen, fiithren. Dies kénnen beispielsweise
nicht schlieflende bzw. 6ffnende Tiiren wahrend des Aufenthalts eines Zuges in einer
Station sein. Ein anderes Beispiel sind aulergewthnliche Wetterumstéinde wiahrend
der Fahrt eines Zuges. Durch externe Stérungen verursachte Verzégerungen werden
Quellverspitungen (s. Kapitel 3) genannt. Sowohl aus Sicht des Dienstleisters als
auch aus Sicht der Bahnreisenden ist es wiinschenswert, wenn ein Fahrplan das
tatséchliche, reale Fahrgeschehen der Ziige moglichst genau widerspiegelt. Dies be-
deutet, dass er gegen moderate Storungen robust sein muss. In solchen Fahrpldnen
steht fiir kritische Betriebsabldufe, zusétzlich zu deren Mindestzeiten, ein Zeitpuffer
zur Verfiigung.

Die Grundlage der Modellierung in dieser Dissertation stellt das in Kapitel 3 er-
klarte Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk dar. Den Aktivitdten werden Quellverspiatungen
zugeordnet. Dariiber hinaus betrachten wir auch fortgepflanzte Verspédtungen, die,
direkt oder indirekt, durch Quellverspiatungen verursacht werden. Diese beziehen
sich immer auf ein Ereignis. Verspéatungen werden grundsétzlich durch Zufallsvaria-
blen bzw. die zugehorigen Verteilungsfunktionen représentiert. Ziel ist es, fiir alle
Ankunfts- und Abfahrtsereignisse, d.h. beziiglich aller Kombinationen von Linien
und zugehdrigen Stationen, die Verteilungsfunktion der auftretenden Verspatungen
zu bestimmen. Neben den Quellverspiatungen flieBen hier die im Fahrplan enthalte-
nen Zeitpuffer sowie Regeln fiir die Wartezeit von Abbringerziigen auf die jeweiligen
Zubringer (s. Kapitel 6) ein. Mittels der resultierenden Verspitungsverteilungen
kénnen Kenngroflen fiir die Robustheit eines Fahrplans berechnet werden, welche
im Rahmen der Optimierung von Fahrpldnen Anwendung finden (s. Kapitel 9).

Es wird mit der Familie der erweiterten Hyper-Erlangverteilungen (s. Kapitel 5)
eine Verteilungsfamilie verwendet, die es ermoglicht, die empirischen Verteilungen
der Quellverspitungen hinreichend genau zu approximieren. Dazu wurde ein aus
der Literatur bekanntes Verfahren modifiziert, welches fiir die Anpassung empiri-
scher Verteilungen einen EM-Algorithmus verwendet. Die erhaltenen Verteilungs-
funktionen werden als Theta-Exponentialpolynom (s. Kapitel 6) dargestellt. Diese
Polynome sind abgeschlossen gegen die fiir die Propagation der Verspatungsvertei-
lungsfunktionen benéctigten Operationen. Im Zuge der Berechnung der Verteilungs-
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funktionen werden diese miteinander verkniipft bzw. modifiziert. Die Komplexitét
der Reprisentation der resultierenden Verteilungsfunktionen steigt dabei im All-
gemeinen stark an. Daher ist es notig, ein Verfahren zur Komplexitétsreduzierung
zu nutzen, welches die Verteilungsfunktion hinreichend gut approximiert. Hierbei
wird eine (erweiterte) Hyper-Erlangverteilung bestimmt, die in den ersten drei Mo-
menten mit der zu approximierenden Verteilung iibereinstimmt (s. Kapitel 6). Das
Ergebnis kann wieder als Theta-Exponentialpolynom dargestellt werden.

Den Kern dieser Arbeit stellt die Untersuchung der Verspéatungsfortpflanzung
in starken Zusammenhangskomponenten des Ereignis-Aktivitdtsnetzwerks dar (s.
Kapitel 7). In diesen Teilen des Netzwerkes ist es nicht moglich, eine topologische
Sortierung der Ereignisse herzustellen. Zunéichst wurde ein iteratives Verfahren ent-
wickelt, welches es ermoglicht, die Verteilungsfunktionen der Verspitungen aller
Ereignisse approximativ zu bestimmen. Es wurden verschiedene Sortierungen fiir
die Ereignisse verwendet. Dabei zeigte sich, dass die spezielle Wahl einer Sortierung
empirisch keinen Einfluss auf die Konvergenz der Verteilungen sowie insbesondere
auf die Grenzverteilungen hat. Lediglich die Konvergenzgeschwindigkeit variierte
in Abhéngigkeit der gewahlten Sortierung. In der vorliegenden Arbeit wird eine
spezielle Sortierung vorgeschlagen, die diesbeziiglich im Allgemeinen zu guten Er-
gebnissen fiihrt.

Darauf aufbauend wurden die empirisch erhaltenen Ergebnisse mittels eines theo-
retischen Modellierungsansatzes untersucht (s. Kapitel 7). Es gelang, die empiri-
schen Ergebnisse zu erklidren bzw. zu konkretisieren. Dabei konnten zwei zentrale
Bedingungen fiir die Durchfiihrbarkeit bzw. Korrektheit des iterativen Verfahrens
aufgestellt werden.

(i) Unabhingigkeit: Die Zufallsvariablen aller miteinander zu verrechnender
Verteilungsfunktionen sind stets stochastisch unabhéngig.

(ii)  Stabilitét: Der Erwartungswert der aufsummierten Quellverspitungen ist
in jedem Kreis einer Kreisvereinigung stets kleiner als die Summe der dort
enthaltenen Zeitpuffer.

Fiir die Stabilitdt der Verspatungen in einer starken Zusammenhangskomponente
ist unter anderem Bedingung (ii) wesentlich. Ist zusétzlich die Verspétungsiibertra-
gung zwischen den Kreisen der starken Zusammenhangskomponente beschrinkt,
so entwickeln sich die Verspatungen stabil. Thre Grenzverteilungsfunktion ist un-
abhéngig von der jeweiligen Startverteilung zu Beginn der Iteration, falls Bedin-
gung (i) erfiillt ist. Bedingung (i) ist dabei zugleich Grundlage fiir die gesamte
Verspatungsfortpflanzung auf Ebene der Verteilungsfunktion, nicht nur in starken
Zusammenhangskomponenten. Ist diese Bedingung verletzt, werden wir fehlerhafte
Resultate erhalten.

Weitere potentielle Fehlerquellen liegen in den an drei verschiedenen Stellen
durchgefiihrten Approximationen. Im Rahmen des iterativen Verfahrens werden
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die Grenzverteilungsfunktionen approximiert. Wahrend der Verrechnung der Ver-
teilungsfunktionen, approximieren wird diese zwecks Komplexitétsreduzierung mit-
tels eines Momentenanpassungsverfahrens. Auch die empirischen Verteilungen der
Quellverspédtungen werden approximiert. Dass die dabei gemachten Fehler nicht
unkontrolliert anwachsen, und damit die Zuléssigkeit des Verfahrens, wurde durch
empirische Vergleiche gezeigt. So wurde im Rahmen dieser Arbeit zur Validierung
der Ergebnisse eine ereignisgesteuerte stochastische Simulation entwickelt (s. Ka-
pitel 8). Mittels dieser lassen sich Verspédtungen relativ einfach propagieren. Insbe-
sondere Bedingung (i) ist hier unkritisch, da statt Verteilungsfunktionen die reellen
Verspatungswerte miteinander verrechnet werden. Jedoch ist die Simulation im Ver-
gleich zur Verspéatungsfortpflanzung auf Ebene der Verteilungsfunktionen sehr zeit-
aufwendig. Eine weitere Validierung fand im Rahmen eines Vergleiches mit einem
szenarienbasierten Modellierungsansatz statt. Dieser wurde unabhingig von die-
ser Arbeit an der Georg-August-Universitdt Gottingen entwickelt und im Rahmen
des Simulationswissenschaftlichen Zentrums mit dem in dieser Arbeit entwickelten
Ansatz zusammengefiihrt. In [HKKS14] vergleichen wir die mit dem szenarienba-
sierten Ansatz resultierenden empirischen Verteilungsfunktionen der Verspétungen
in einem Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk mit den entsprechenden Verteilungsfunktio-
nen, die mit den in dieser Arbeit beschriebenen Methoden bestimmt wurden. Die
Ergebnisse zeigen eine grofe Ubereinstimmung.
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A. Bezeichnungen

Preg(-)
Gucea(+)
Vi
Vm

max{z, 0}
spezielle Sortierung der Knoten des Kreises K (s. Bemerkung 7.1.11)

die Menge der natiirlichen Zahlen

die Menge der reellen Zahlen

die Menge der Stationen eines Streckennetzes

die Menge der Strecken eines Streckennetzes

die Menge der Linien eines Streckennetzes

die Menge der Linienstationen der Linie L

die Menge der Linienstrecken der Linie L

das Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk

das erweiterte Ereignis-Aktivitéitsnetzwerk

der Anschlussgraph

die Menge der Kreisvereinigungen des Anschlussgraphen &

die Menge der singuldren Knoten des Anschlussgraphen &

die Menge der Vorginger eines Knoten in Graph bzw. Netzwerk G
die Menge der Nachfolger eines Objektes in Graph bzw. Netzwerk G
die Menge der Knoten des Kreises K

die Menge der Knoten aller Kreise der Kreisvereinigung M
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B. Beweise

B.1. Loynes

Lemma B.1.1 (Lemma von Loynes).
[Loy62] Seien (Wyn)nen Zufallsvariablen mit

Wht1 = f(War,Uy) (B.1)
und (Un)nez als stationdre Folge von Zufallsvariablen. Auferdem sei
(i)  die Transformation f(z,y), x,y € R, nicht-negativ sowie monoton wachsend
und linksseitig stetig in x (auch in 00),
(i) Wi =0.
Dann ezistiert eine stationdre Folge von Zufallsvariablen (My)nez, mit

Mn+1 = f(Mm Un)

fiir alle n € Z, fiir welche im Falle P(My < c0) = 1 folgt, dass Wi, B M (n —
00). Insbesondere gilt fiir alle Folgen (An)nez, die (B.1) fir alle n € Z erfiillen,
An > M, (P-fs.).

Beweis. Fiir den Beweis der Aussage wird in [Loy62] fiir alle m € Z die Folge
(W3 )nez durch

W' =0, falls n < —m + 1, (B.2)
W= fWaty,Un—1), falls n > —m +1 (B.3)
definiert. Es wird nun fiir festes n € Z die Folge (W}}*)mez betrachtet. Der Zusam-
menhang zur in Gleichung (B.1) erkldrten Folge (W), )ren ergibt sich wie folgt. W,
stimmt offensichtlich fiir alle n € IN mit WY iiberein. Im Folgenden wird gezeigt,
dass W und W' identisch verteilt sind, und W' in Verteilung monoton gegen Mg

konvergiert. Damit ist dann auch die Konvergenz von W,, gegen My gezeigt. Es
gelten fiir W die folgenden beiden Eigenschaften:

1. Fiir festes r € Z ist die Folge (W,,” " )nez stationér.
Beweis: Aus r < 1 folgt

m:=r—n<l-n <= n<-m+1
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fiir alle n € Z. Dann gilt mit (B.2) W, ™™ = 0 fiir alle n € Z. Fiir r < 1 ist die
Aussage damit gezeigt. Aus r > 1 folgt analog zu oben n > —m + 1. Es gilt
also mit (B.3) W, ™" = f(W,—1,Un—1). Die Rekursion lidsst sich mit W, _7
fortsetzen, bis wir wieder die Situation in (B.2) erhalten. Fiir festes r ist die
Anzahl der Rekursionsschritte bis dies eintritt, unabhéngig von n, stets r — 1.
Es sei nun f™, m € IN, die m-fache Anwendung der Transformation f, sodass

gilt
W;;_n = fr_l( S:ZLT,1)7UYL717UTL*27~~~7Un—(7“—1))
= fT71(07 U’Vl*h U’ﬂ*27 L) Unf(rfl)) .

Aus der Stationaritét der Folge (Un)nez folgt

Wi ™" ~ 770, Ut 1y—1, Ung =25 - - Utng 1) —(r—1))

r— - 1 - 1
=f 1(W<Tn+(?>t()rfl)vUnflaUnfL .. -,Un—(r—l)) = W£+{”+ ) :
Fiir (W5, WT’;}”H), e W;;,in+k)) mit k& > 1 ist die Vorgehensweise ana-
log.

2. Fiir festes n € Z gilt fiir alle m € Z immer W™ < W (P-f:s.).
Beweis: Sei zundchst m < —n + 1. Dann gilt mit (B.2) W;* = 0. Wegen der
Nicht-Negativitdtseigenschaft der Transformation f und (B.3) folgt im Falle
m = —n+ 1, dass

Wt = fWI Unor) = £(0,Uno1) 2 0= Wi (P£s).  (B.4)

Esseinunr € Nund m =r—-n+1, dh. m > —n + 1. Dann gilt n =
r—m+1<=n—r=—-m+1 und daher mit (B.4), dh. W1 > wr
(P-f.s.),
W:zn+1 = .f(WvTjila Unfl) = fT(W;;nj;lv Un-1,Un—2,..., Unf'r)

> (W Une1,Un—s, ..., Un_y) = W (P-£s.).

Es folgt, dass fiir festes n € Z fiir alle m € Z und t € R>¢ immer P(W;* < t) >
P(W ! < t) gilt. Nach Korollar 7.2.5 konvergiert daher die Verteilungsfunktion
Frum(t) :=P(W;" <t),t € R>o, punktweise fiir m — oco. Die Grenzfunktion muss
allerdings keine Verteilungsfunktion sein (z.B. falls lim.,— o0 Fin,m = 0).

Es sei nun M, := lim;,—oc W, fiir alle n € Z. Dann gilt

Mpsr = lim W7, = lim f(W,U,) = f( lim W,T,Un) — (M, Uy) .
m— 00 M — 00

m— oo
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B.1. Loynes

Dabei wurde die Montonie der Folge (W) mez sowie die linksseitige Stetigkeit der
Transformation f ausgenutzt. Die Stationaritéit der Folge (My)nez folgt aus der
Stationaritét der Folge (W, " )nez fir festes r € Z. Es gilt fiir alle k,l € IN

(Mn,MnJ,-l, R M"H‘k)

- ( lim W, lim W7,,..., lim Wﬂk)

m—oo m— oo m—oo
1 m m m : m—l m—l m—l
- n}gnoo(W" ) Wn+la (RN Wn+k) ~ W}I_I}r(l)O(Wn+l 7Wn+l+1v IR} Wn+l+k)

= (Mn+t, Mnsig1,- oo, Mungigr) -

Es bleibt noch die Minimalitédt der Folge (My)nez zu zeigen. Wir nehmen an,
dass es eine weitere Folge (An)nez gibt mit A,11 = f(An,Uy) fiir alle n € Z. Es
sei zunéchst m < —n + 1. Dann gilt offensichtlich W =0 < A,, (P-f.s.). Fiir alle
m > —n + 1 folgt

Wi = [ Un )
_ fn_1+m (W;n_(n_l-s-m)v Un—1,Un—2,...,Upn_(n=14m))

_ fnfler(O, Un—1,Un—2,...,Ui_m)

<AL U1, Un—ay . Ul p) = A, (P-fs)).

Es gilt also fiir alle m € Z, dass W, < A, (P-fs.). Daher gilt auch M, =
limp oo Wit < A, (P-fis.). O

Lemma B.1.2.

[SS07] Es seien A1, Az, ..., An, n € N, stochastisch unabhingige reellwertige Zu-
fallsvariablen. Ebenso seien Bi, Ba,..., B, stochastisch unabhingige reellwertige
Zufallsvariablen. Es gelte

PA;<t)>P(B; <t)

fir alle 1 < i < nundt € R. Ist dann f : R® — R eine monoton wachsende
Funktion, so folgt

P(f(A1,Az,...,Ay) <t) > P(f(B1,Ba,...,Bn) <t)
fir alle t € R.

Korollar B.1.3.

Es gelte fiir die Zufallsfolge (Y‘En))nem des Knotens V € K des Kreises K € M der
Kreisvereinigung M

Y‘ganl) _ fs,v(Y‘gn),D(n),C(n))
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B. Beweise

mit fiir grofler werdende n € IN elementweise stochastisch wachsenden Zufallsvek-
toren DU = (DY, DY, DY) und €™ = (O, 0F,...,C8), r = |Vk|.
Es seien Y‘Sn), D™ und C™ fir alle n € N stochastisch unabhingig. Auferdem
set

(i)  die Transformation fs,v nicht-negativ sowie monoton wachsend und links-
seitig stetig in der ersten Komponente (auch in o),

(i) Y& =o.
Dann existiert fiir alle V € K eine Zufallsvariable My, fiir die im Falle limy_ oo
Y‘(,n) < oo (P-f.s.) folgt, dass Y‘En) B M (n — o0).

Beweis. Aus der Nichtnegativitit der Transformation f folgt aus
Y@ — fsv (vD, DO, 0
offensichtlich fiir alle t € R
P (v <t) =1>P(fso (M, DV, cM) <t) =P (P <1)
Mit der Annahme P(Yé"_n <t)> P(Y‘En) < t) und nach Voraussetzung
P (D@j‘” < t) >P (D(V:,” < t) sowic P (C‘Vj‘” < t) >P (C‘(}j) < t)

fir alle 1 <4 <rund t € R folgern wir mit Lemma B.1.2 und der Monotonie der
Transformation f induktiv

P (v <t) =P (fr" 0,000, 00 <)

>P (f0, D™, ™) <t) = P (V") <)

fiir alle t € R. Mit Korollar 7.2.5 ist die Verteilungskonvergenz der Folge (Yém)nem
gezeigt. (]
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C. Algorithmen

C.1. Ereignisgesteuerte stochastische Simulation

Input : Ereignisliste £ und aktuelles Ereignis E

// Fuer den naechsten Takt wird ein neues Startereignis erzeugt:
1 E' =
ErzeugeNeuesStartereignis(F.Zeitpunkt, E.Zugnummer, E.Linie, E.Station);
2 £.SortiereEin(E’);
// Fahrplanmaessige und spaeteste Abfahrt (Anschlusssicherung)
3 tap,rp = E.Zeitpunkt - E.Verspaetung;
// Anschlusssicherungskonstante
4 tab,spact = tap,FP + K;
// Wartezeit auf spaetesten Zubringer innerhalb der
// Anschlusssicherungsstrategie ab Ankunft des Abbringers:
5 tzubringer = BerechneSpaetestenAnschluss(tap,spaet);
// Tatsaechliche Abfahrtszeit:
6 tap = max{ E.Zeitpunkt + tzubringer, tav,Fp };
7 AktuelleVerspaetung = tap — tav rp;
// Erstelle ein Abfahrtsereignis in derselben Station:
s E' = ErzeugeNeuesAbfahrtsereignis(tap,AktuelleV erspaetung,
E.Zugnummer,F.Linie, E.Station);
9 &.SortiereEin(E");

Algorithmus C.1.1 : Bearbeitung eines Startereignisses
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C. Algorithmen

Input : Liste der tatsaechlichen Ankuenfte 4, Ereignisliste £ und aktuelles
Ereignis E

// Quellverspaetung auf der folgenden Strecke:

dov = NaechsteLinienStrecke.SimuliereQuellverspaetung();

// Tatsaechliche Ankunftszeit

// (implizit Verrechnung des Puffers):

tan = E.Zeitpunkt + Mindest fahrzeit + dqv;

// Tatsaechliche - fahrplanmaessige Ankunftszeit:
AktuelleVerspaetung = max{tany — tan,rp,0};

// Erstelle ein Ankunftsereignis in

// der naechsten Station der Linie:

E' =

ErzeugeNeuesAnkunftsereignis(t an,AktuelleVerspaetung, E.Zugnummer,
E Linie,E.Station);

& .SortiereEin(E");

// Update der Liste tatsaechlichen Ankuenfte A:

p = GibPositionDerTatsaechlichen AnkunftIn(A, E.Station, E.Zugnummer);
A.LoeschePosition(p);

A = ErstelleNeueTatsaechlicheAnkunft(E’);

A.FuegeHinzu(A);
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C.1. Ereignisgesteuerte stochastische Simulation

Input : Ereignisliste £ und aktuelles Ereignis E

// Pruefe, ob der aktuelle Zug noch
// eine weitere Station anfaehrt:
if E.StationlstEndstationDerLinie then
| RegistriereAnkunftsverspactung(E);
else

[N VI

10

11
12

13

14

RegistriereAnkunftsverspaetung(E);

// Quellverspaetung in der Station:

dgv = E.LinienStation.SimuliereQuellverspaetung();

// Tatsaechliche Aufenthaltsdauer (Abfahrt

// nicht vor fahrplanmaessiger Abfahrt):

thair = F.LinienStation.Mindesthaltezeit + dgv;

thalt = max{thalt,tAb,Fp — E.Zeitpunkt};

// Beruecksichtigung von (evtl. verspaeteten) Zubringern
// mit Anschlusssicherungskonstanten k:

tAb,spaet = tAb,FP + K;

t Anschiuss = Algorithmus C.1.4(E,E.LinienStation.Zubringervektor,
tAb,spaet);

thait = max{thait, t Anschiuss };

// Tatsaechliche Abfahrtszeit:

tap = E.Zeitpunkt +tpai;

AktuelleVerspaetung = tap — tap,rp;

// Erstelle ein neues Abfahrtsereignis:

E' = ErzeugeNeuesAbfahrtsereignis(t a g, AktuelleV erspactung,
E.Zugnummer, F.Linie, E.Station);

& .SortiereEin(E’);

Algorithmus C.1.3 : Bearbeitung eines Ankunftsereignisses
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C. Algorithmen

=

N

10

11

Input : Ereignis F, Zubringervektor Z, Array 2 der tatsaechlichen

Ankuenfte einer jeden Linie und die durch die Anschluss-
sicherungsstrategie festgelegte spaeteste Abfahrtszeit des
Abbringers tAb,schet

tAnschluss = O;

// Zubringervektor Z

forall the z € Z do
ZubringerzugGe funden = false;

//

Liste der tatsaechlichen Ankuenfte der Zubringerlinie:

A. = 2[z.Linie];
2tA'n.schluss = Algorithmus C-1-5(27A27tAnschluss);
if | ZubringerzugGe funden then

// Der Zubringerzug ist noch nicht an der vorherigen

// Station abgefahren:

t. = VerspaetungsHochrechnung(z,.A4.);

if t. > tap,spaet then

‘ RegistriereVerpassten Anschluss(E.Linienstation);

else
// Differenz zwischen dem Eintreffen der Passagiere des
// Zubringerzuges am Bahnsteig und der Ankunft des

Abbringers:

t Anschiuss = Max{tanschluss,t> — E.Zeitpunkt}

12 return tanschiuss;

Algorithmus C.1.4 : Berechnung der Wartezeit auf den letzten zu berueck-
sichtigenden Zubringer
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C.1. Ereignisgesteuerte stochastische Simulation

Input : Zubringer z, Liste der tatsaechlichen Ankuenfte A, und aktuelle
Wartezeit auf Zubringer tanschiuss

1 forall the a € A. do
if a.Zugnummer == E.Zugnummer + z.RelativeZugbeziehung then
3 ZubringerzugGe funden = true;
// Findet die naechste Ankunft des Zubringerzuges in
// der aktuellen Station (Standort des Abbringerzuges)
statt?
4 if a.Station == E.Station then
// Zeitpunkt, zu dem die Passagiere des Zubringers
// den Anschlusszug erreichen:
t, = a.Ankunftszeit + z.Umsteigezeit;
if t, > tas then
‘ RegistriereVerpassten Anschluss(E.Linienstation);
else
// Differenz zwischen dem Eintreffen der Passagiere
des
// Zubringerzuges am Bahnsteig und der Ankunft des
Abbringers:
9 t Anschiuss = Max{tanschluss,t> — E.Zeitpunkt};

w N o o

10 return tanschiuss;

Algorithmus C.1.5 : Suchen des aktuellen Zubringerzugs einer Linie
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C. Algorithmen

Input : Beziiglich ihrer Zeitpunkte sortierte Liste der Ereignisse £

// Initialisierung der Simulation:
// Liste der Umsteigebeziehungen C
1 forall the c € C do
2 L ErzeugeRelativeZugbeziehung(c);

// Liste der Linien L
3 forall the [ € £ do
e = l.ErzeugeStartEreignis();
L & SortiereEin(e);

// Hauptteil der Simulation:
6t=0;

// Maximale Simulationszeit tmasx
7 while t < tjae do

// Entnehme das erste Ereignis aus der Liste:

8 aktEreignis = &.front();
9 t = aktEreignis.Zeitpunkt;
10 BearbeiteEreignis(aktEreignis);

Algorithmus C.1.6 : Ablauf der ereignisgesteuerten stochastischen Simu-
lation
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C.1. Ereignisgesteuerte stochastische Simulation

[©Je

7
8
9
10
11

12
13

Input : Ereignis £

// Pruefe, in welcher Phase der Simulation wir uns befinden:

if Messpunkt erreicht then
ErzeugeStichprobenwert();
if Mindestanzahl an Stichprobenwerten erreicht && Genauigkeit
hinreichend then
L return f = BerechneKostenFktswert();

BeseitigeVerspaetungen();
StarteVerspaetungsEntwicklung();

// Bearbeitung des aktuellen Ereignisses:
switch E.Typ do
case StartEreignis
‘ BearbeiteStartEreignis(E);
case AbfahrtsEreignis
| BearbeiteAbfahrtsEreignis(E);
case AnkunftsEreignis
L BearbeiteAnkunftsEreignis(E);

Algorithmus C.1.7 : Bearbeitung eines Ereignisses
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C. Algorithmen

C.2. Komplexitatsreduzierung

Input : Verteilungsfunktion F'x der Zufallsvariablen X

1 if Fx kann verschoben werden then

2 L Fx .WirdVerschoben();

3 pp = E[X"] fiir 1 <i<3;

4 if (6.18) oder (6.19) ist verletzt then

5 L Modifiziere(pz,u3);
sn*::min{nG]N|n>max{ ki 4 2—1}};

p2—p3 pips—p3

// Momentenanpassung:
// (i) Berechnung von Hilfsgroessen:
7 A=pa/n";
8 B =pia/(n” - (n* +1));
o C=ps/(n"-(n"+1) - (n" +2));
10 D; = A% — B;
11 Do =A-B - C;
12 Dy =B%2—A.C,
18 6= (D% —4- D, - D3)"?
// (ii) Bestimmung der Parameter der Hyper-Erlangverteilung:
14 )\1 =2 D1/(D2 —|—(S)7
15 AQ =2- Dl/(Dz — 5),
16 a1 =A1-(1—X2-A)/( A1 — X2);
17 a2 =1 —aq;
// Berechnung der approximierten Verteilungsfunktion:
18 Fx = BildeHyperErlangVerteilungsfunktion(az,oe,A1,A2);
19 if F'x.WurdeVerschoben then
20 L Fx .VerschiebungUmkehren();

21 return Fx;

Algorithmus C.2.1 : Komplexitidtsreduktion
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C.3. Optimierung

C.3. Optimierung

// Fuer alle Linienstationen:

1 forall the L € £ und (S,L) € St do

2 (S, L).AnzahlAnkuenfte = 0 ;

3 (S, L).AnzahlVerpasster Anschluesse = 0 ;

4 (S, L).GewichteAnkunftsVerspaetung = 0 ;

5 (S, L).GewichteteUmsteige Verspaetung = 0 ;

6 while Aktueller Zyklus ist nicht abgeschlossen do

// Einheitliche Taktzeit 7

if aktuellesEreignis. IstAnkunftsEreignis then
aktuellesEreignis.LinienStation. AnzahlAnkuenfte + =1 ;
aktuellesEreignis.LinienStation. Gewichte AnkunftsVerspaetung + =
aktuellesEreignis. Verspaetung -

aktuellesEreignis. GewichtDerAussteiger ;

10 forall the Zubringer Z von Abbringer aktuellesEreignis. Zug do

11 if Z wverpasst aktuellesEreignis. Zug then

12 aktuellesEreignis.LinienStation. AnzahlVerpasster-
Ansschluesse + =1 ;

13 aktuellesEreignis.LinienStation. GewichteteUmsteige-

Verspaetung + = 7 - Z.GewichtDerUmsteiger ;

Algorithmus C.3.1 : Berechnung der gewichteten Verspaetungen innerhalb
eines Zyklus
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C. Algorithmen

Input : Simulierte Verspdtungen: Ankunftsverspatungen der Ziige sowie
durch verpasste Anschluesse erfahrene Verspiatung der Passagiere

Yz; = O;

// Fuer alle Linienstationen:

forall the L € £ und (S,L) € S do

if (S, L).AnzahlAnkuenfte > 0 then
Ys + = (5, L).GewichteteAnkunftsVerspaetung /
(S, L).AnzahlAnkuenfte ;

if (S, L).AnzahlVerpassterAnschluesse > 0 then
Ys + = (5, L).GewichteteUmsteigeVerspaetung /
(S, L).AnzahlVerpasster Anschluesse ;

return Yx;

Algorithmus C.3.2 : Auswertung eines Zyklus

Input : Berechnete Verteilungsfunktionen und zugehoerige
Erwartungswerte

Yz} = 0;
forall the a = change(S, L, L') € 2A°"*"9¢ do
// Einheitliche Taktzeit T
L Yy, += 7 - P(Anschluss wird verpasst) - a.Gewicht ;

4 forall the a = arr(S,L) € 2" do

5

L Ys += E[Y(a)] - (S, L).GewichtDerAussteiger ;

return Yx;

Algorithmus C.3.3 : Auswertung der analytischen Verspéatungsberechnung
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C.3. Optimierung

Input : Graph G(V, ) und Startknoten v* € V

// Initialisierung des Graphen:
1 forall the v € V do
// Lénge des kiirzesten Weges dy(v), v €V
2 dy (v) = oo
// Liste der Vorginger auf kuerzesten Wegen L(v), v €V
L(v).LoescheElemente();
AnzahlKuerzesteWege(v) = 0;
5 dy(v*) = 0;
// Liste K aller Ecken des Graphen
6 K.SortiereListe Aufsteigend(dy);
// Hauptteil des Algorithmus:
7 while K.IstNichtLeer() do
8 u = K.GibErstesElement();
9 K.EntferneErstesElement();
// Menge der Nachbarn N(v), veEV
10 forall the v € N (u) do
// Aktualisiere Nachfolger:
L Algorithmus C.3.5(u,v);

Algorithmus C.3.4 : Modifizierter DIJKSTRA-Algorithmus zum Auffinden
aller kiirzester Wege
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C. Algorithmen

Input : Aktueller Knoten u und Nachfolgeknoten v sowie
Kantenbewertung ds : £ — R>o

// Wenn der aktuelle Weg kiirzer ist:
if dy(u) + de(u,v) < dy(v) then

dy(v) = dy(u) + de(u,v);
L(v).LoescheElemente();
L(v).FuegeHinzu(u);

H (v).LoescheElemente();
H(v).FuegeHinzu((u,v));
AnzKW (v) = AnzKW (u);
K.SortiereListe Auf steigend(dy);
else

// Wenn der aktuelle Weg die gleiche L&énge besitzt:
10 if dy(u) 4 de(u,v) == dy(v) then

© 0N e s W N

11 L(v).FuegeHinzu(u);
12 H(v).FuegeHinzu((u,v));
13 AnzKW (v) = AnzKW (v) + AnzKW (u);

Algorithmus C.3.5 : Aktualisierung des Nachfolgeknotens v € N (u)
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C.3. Optimierung

10

Input : Startknoten vs (Metaknoten), Endknoten v. (Metaknoten),
Aktueller Knoten v,, Verzweigungsgewicht g, relatives
OD-Gewicht Gy, v,

// Update des aktuellen Verzweigungsgewichtes:
g = g/va.AnzahlVorgaengerImKuerzestenWeg;
forall the Vorgaenger v, des Knoten v, do
// Falls der Beginn der (kiirzesten) Wege noch nicht erreicht
wurde:
if v, # vs then
// Vom Vorgaenger zum aktuellen Knoten hinfuehrende Kante:
ea = (Vu, Va);
// Berechnung des Gewichts der Aussteiger:
if eq.IstAussteige K ante then
eq.Gewicht =
eqa.Gewicht + G, v, [Va.AnzahlVorgaenger ImKuerzestenWeg;
else
if eq.IstChangeKante || eq.IstStoppKante || eq.IstFahrKante
then
// Berechnung des Gewichts der Umsteiger bzw.
Sitzenbleiber:
eq.Gewicht = eq.Gewicht + Gy, v, - g;

// Rekursiver Aufruf:
| Algorithmus C.3.6(vs,ve,0v,9,Gu, v, );

Algorithmus C.3.6 : Umlegen der Gewichte aus einer OD-Matrix
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C. Algorithmen

C.4. Verspatungsfortpflanzung

Input : Knotenvektor fuer sortierte Knoten o

// Initialisierung:
forall the V € YV do
L V.Berechne_av ();
3 U=V,
// Es wird solange fortgefahren, bis alle Knoten einsortiert
wurden:
while U # () do
// Zunaechst waehlen wir einen noch nicht einsortierten
Knoten:
5 V* = argminy ey av;
U=U\{V"};
o.pushback(V™);
// Update des Anteils noch unsortierter Vorgaenger:
forall the V € Guc(V") do
L V.Berechne_av ();

N o=

'S

10 return o;

Algorithmus C.4.1 : Berechnungsreihenfolge fuer Kreisvereinigungen
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