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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Granulare Medien sind in vielen Forschungsgebieten und in der Industrie allge-
genwartig. In der Pharmazeutik beschreibt die Tablettierung die Erzeugung eines
Komprimats aus einem Haufwerk, wobei die Homogenitéit der Wirkstoffe kritisch
eingehalten werden muss. Ein Teilgebiet der Geowissenschaften befasst sich mit dem
Kollektivverhalten der Partikel in Gerolllawinen, Diinen und Treibsand. Die Mate-
rialwissenschaften verarbeiten u. a. natiirliche Baustoffe, metallische Rohstoffe und
keramische Pulver zu leistungsfahigen Werkstoffen, die sich durch hohe Festigkeiten
auszeichnen. Dies sind nur einige Beispiele fiir die Vielseitigkeit und Bedeutung der

Granulate.

Die vorliegende Arbeit ist aus einer Problemstellung im Rahmen eines Projekts zur
kombinierten Korngréften- und Phasenoptimierung von Hochleistungsbindemitteln
entstanden. Nach ersten Ergebnissen zu experimentellen [Pal06] und simulativen
[Ras06] Methoden brachte dieses Projekt schlieflich die Dissertation von Palm [Pal09]
hervor. Sie behandelt die Komposition von Bindemittelsystemen aus verschiedenen
feinen Schiittgiitern, deren Materialkenngréften die Eigenschaften des Endproduktes
beeinflussen. Der labortechnische Aufwand fiir die Priifung der Packungsdichte einer
beliebigen Mischung solcher Komponenten soll mit Hilfe der hier vorgelegten Arbeit
durch die Simulation einer Partikelpackung und automatisierte Auswertung ihrer

Eigenschaften ersetzt bzw. ergénzt werden.

Das entstandene Modell der Packungsgenerierung sowie auch die Implementierung

sind im Hinblick auf die genannte Einsatzmoglichkeit angefertigt worden. Allerdings
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1. Einleitung

wurde auf eine universelle Umsetzung geachtet, sodass iiber die Bindemittelkom-
ponenten hinaus nicht nur das gesamte Korngréfenspektrum bis hin zum groben
Zuschlag abgedeckt werden kann — was die Simulation von Packungen aus Zement,
Gips, Mortel und Beton einschliefst —, sondern gleichsam die Raumausfiillungen
beliebiger granularer Medien bestimmt werden kénnen. Einzige Voraussetzung ist,
dass die Packungsstruktur durch die dichte, geometrische Anordnung der Partikel
bestimmt wird. Eine Kugelgestalt der Partikel erleichtert die Simulation erheblich,
jedoch sind auch andere Kornformen realisierbar. Bestehen Kréfte, die einer dichten
Packung entgegenwirken, muss zuséatzlicher Aufwand fiir deren Modellierung betrie-
ben werden. So sind zusétzlich verschiedene Ansétze entstanden, um die Wirkung
der Agglomeration feinster Partikel bei der Bestimmung der Raumausfiillung zu

beriicksichtigen.

Da letztendlich die Optimierung von Betoneigenschaften das Ziel der Bemiithungen

ist, soll dieser Baustoff im Folgenden naher vorgestellt werden.

1.1.1 Der Baustoff Beton

Vereinfacht stellt der Verbundwerkstoff Beton ein Zweistoffsystem dar, das aus einer
Gesteinskornung als Zuschlagstoff und dem erhéarteten Bindemittel besteht. Der
Betonzuschlag besteht aus einem Gemenge von verschieden grofsen Kérnern, meist
aus natiirlichem oder kiinstlichem Gestein mit dichtem oder porigem Gefiige, in
Sonderfallen auch aus natiirlichen oder kiinstlichen organischen Stoffen, z. B. Holzab-
fallen, Polystyrol oder Metallen. Als Bindemittel werden anorganische hydraulisch
erhartende Stoffe, in der Regel Zement, oder bitumindse Massen, z. B. Asphalt, und

fiir Sonderzwecke auch Kunstharze verwendet.

Beton kann neben diesen beiden Grundbestandteilen noch Zusatzmittel und Zusatz-
stoffe enthalten, um die Herstellung zu erleichtern oder um einzelne Eigenschaften
zu verbessern. Zusammen mit dem Anmachwasser ergibt sich detailliert betrachtet
ein 5-Stoff-System, das in Abbildung 1.1 aufgefiihrt ist.

Die Festigkeit gilt als die definierende und zugleich wichtigste Charakteristik des
Baustoffs Beton. Eine moderne Variante wie ultrahochfester Beton (UHPC) [SFGO0A4]
zeichnet sich durch enorme Tragfiahigkeit aus: Einerseits kann damit eine Druckfes-
tigkeit von deutlich iiber 200 N/mm? erzielt werden, was nahezu an die Leistungs-
werte von Stahl heranreicht, andererseits kann UHPC aufgrund des im Vergleich
zu Normalbeton um 30-50 % reduzierten Eigengewichts als High-Tech-Werkstoff im
Briickenbau eingesetzt werden; Abbildung 1.2 zeigt die Gértnerplatzbriicke in Kassel,

2



1.1. Motivation

m Unterscheidungsmerkmale und Varianten

Zement Zementart, -festigkeitsklasse
Zementgehalt
besondere Eigenschaften

Gesteinskdrnung Rohdichte (normal, leicht, schwer)
naturlich (Sand, Kies), kiinstlich (Brechsand, Splitt)
Kornaufbau, Sieblinie
besondere Eigenschaften

Wasser Begrenzung betonschadlicher Inhaltstoffe (pH-Wert,
CO,-Gehalt, SO4-Gehalt)
Zusatzstoffe Flugasche, Trass, Silicastaub

Gesteinsmehl
Pigmente, Kunststoff (-dispersion)
Fasern (Stahl, Glas, Kunststoff)

Zusatzmittel Betonverflissiger, FlieBmittel, Luftporenbildner,
Dichtungsmittel, Verzégerer, Beschleuniger,
Stabilisierer, ...

Abbildung 1.1: Beton als 5-Stoff-System (nach [GR99)).

eine Fukginger- und Radfahrerbriicke aus UHPC [SF03].

Mit der Festigkeit korreliert auch die Dauerhaftigkeit, und damit die Wirtschaft-
lichkeit und Nachhaltigkeit des Werkstoffes. Daneben sind weitere Eigenschaften
von Bedeutung, so etwa die Verarbeitbarkeit, Bestdndigkeit, usw.; eine praxisre-
levante Optimierung der Betonfestigkeit darf diese Charakteristika schlussendlich
nicht unbeachtet lassen. Aus diesem Grund ist auch bei der computergestiitzten
Analyse und Optimierung der Granulometrie von Betonmischungen die Expertise

von Sachverstédndigen bei der praktischen Umsetzung unabdinglich.

1.1.2 Einfluss der Raumausfiillung auf die

Betoneigenschaften

Die Notwendigkeit der granulometrischen Optimierung mit dem Ziel einer hoheren
Raumausfiillung wird aus der Betrachtung der Zusammenhénge deutlich: Eine hohe
Raumausfiillung und somit dichte Gefiigestruktur einer trockenen Schiittung bedeutet
eine Verringerung des gesamten Porenvolumens innerhalb der Packung. Da der
Porenraum bei der Herstellung von Frischbeton vollstdndig mit Wasser gefiillt wird,
sorgt eine optimierte Mischung fiir einen reduzierten Wasseranspruch. Wahrend
des Trockenvorgangs verdunstet das fiir die Hydratation iiberschiissige Wasser, im
aushértenden Beton bleiben Kapillarporen im Nano- und Mikrometerbereich zuriick.

Diese Poren hiangen direkt mit der zugegebenen Wassermenge und damit auch mit
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Abbildung 1.2: Die aus ultrahochfestem Beton gefertigte Gartnerplatzbriicke in Kassel.

der Raumausfiillung der trockenen Packung zusammen.

Um eine gute Verarbeitbarkeit zu gewéhrleisten, muss das dem Beton zuzugebende
Wasser nach Moglichkeit sémtliche Partikel benetzen. Fiir optimierte Gefiigestruk-
turen, bei denen immer feinere Partikel die Liicken der néchstgroberen Kornklasse
ausfiillen, kann dies zu einem erhéhten Wasseranspruch fiithren, denn mit abnehmen-
dem Durchmesser sinkt die Partikeloberfliche langsamer als das Volumen; eine hohe

Gesamtoberfldche der Partikel in der Schiittung ist die Folge.

Eine moglichst hohe Raumausfiillung einer (trockenen) Partikelmischung senkt also
den Porenraum im Beton und wirkt sich dadurch nicht nur auf die Festigkeit positiv
aus, sondern auch auf die Rissfreiheit, Dichtigkeit und Kapillarporositat — alles
Eigenschaften, die wiederum fiir die Dauerhaftigkeit ausschlaggebend sind [NBK*07]:
Beton mit reduziertem Porenanteil ist beispielsweise in geringerem Mafte durch
Regenwasser, Salz und sonstige Umwelteinfliisse angreifbar. Die Anforderungen an die
Verarbeitbarkeit konnen jedoch bei hohen Feinanteilen eine betrichtliche Erh6hung
des Wasseranspruchs nach sich ziehen; dies muss vor dem Einsatz in der Praxis fiir jede
Mischung und bezogen auf die Erfordernisse der jeweiligen Anwendung individuell
iiberpriift werden. Dennoch bildet eine Mischung mit hoher Raumausfiillung eine gute

Basis fiir weitere Anpassungen, sodass die nachfolgenden Kapitel dieser Arbeit von
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1.1. Motivation

einer erwiinschten Maximierung der Packungsdichte ausgehen, ohne die genannten

Nebenbedingungen zu beriicksichtigen.

1.1.3 Bestimmung und Optimierung der Raumausfiillung

Bevor die granulometrische Zusammensetzung optimiert werden kann, ist zunéchst
eine Methode erforderlich, die Raumaustiillung einer gegebenen Mischung zu be-
stimmen. Der ,klassische” Ansatz ist das Experiment im Labor. So kann z. B. das
Verfahren nach Puntke [Pun02] angewendet werden, bei dem einem Kornhaufwerk
gerade genug Wasser zugefiigt wird, um die Sattigung der Poren, Minimierung
der Kapillarspannung und somit maximale Verdichtung herbeizufiihren. Aus dem

Wasseranspruch lésst sich dann der Porenanteil bzw. die Raumausfiillung berechnen.

Die Bestimmung der Raumausfiillung fiir eine trockene Mischung kann mit Hilfe
der Messung der Masse und des eingenommenen Volumens erfolgen. Hierbei wird
zwischen der Schiittdichte und der Stampfdichte unterschieden; letztere ist fiir dichte
Packungen vorzuziehen. Zu beachten ist bei dieser Klasse von Methoden, dass die
erzielbare Packungsdichte nicht verfahrensunabhéngig ist, sondern stark durch den

Verdichtungsdruck beeinflusst wird.

Eine in den letzten Jahren zunehmend stérker aufkommende Alternative ist die
Simulation: Mit fortschreitender Leistungsfahigkeit moderner Prozessoren und stetig
ansteigender Kapazitdten des Arbeitsspeichers ist es moglich, den Packungsvorgang
oder zumindest dessen Resultat, eine dichte Partikelpackung, fiir Mischungen immer
groferer Partikelanzahlen auf dem Rechner abzubilden. Fiir diese ,yirtuelle Packung
konnen dann Eigenschaften wie Raumausfiillung, Kontaktzahl usw. effizient bestimmt
werden. Der labortechnische Aufwand entfallt grofitenteils, zudem lassen sich auto-
matisiert neue Mischungen aus gegebenen Komponenten erzeugen und simulieren,
was fiir eine nachgeschaltete Optimierung essenziell ist. Daher bildet diese Methode

den Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Daneben existiert als dritte Moglichkeit die Anwendung empirisch-analytischer Mo-
delle. Diese berechnen die Raumausfiillung einer Mischung aus den Packungsdichten

und Anteilen der beteiligten Stoffe, deren Kenntnis vorausgesetzt werden muss.

Eine Optimierung der Zusammensetzung der Betoninhaltsstoffe kann bereits fiir gerin-
ge Komponentenanzahlen aufgrund des enorm umfangreichen Suchraums nur mittels
Heuristiken durchgefiihrt werden, die sich einer guten Losung iterativ annahern.

Umso wichtiger sind daher schnelle Algorithmen zur Simulation und Auswertung
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von Partikelpackungen. Ferner bietet sich fiir eine heuristische Optimierung die
Moglichkeit, multikriterielle Techniken einzusetzen und so weitere wiinschenswerte
Charakteristika der Partikelmischung als Optimierungsziele oder Nebenbedingungen

zu beriicksichtigen, etwa technische und wirtschaftliche Aspekte.

1.2 Uberblick der Arbeit

Im Anschluss an diese Einleitung wird im néchsten Kapitel eine Einfiihrung in die
Grundbegriffe des Themengebietes der Korngrofsenverteilungen und Partikelpackun-
gen gegeben, danach folgen die Vorstellungen der verschiedensten in der Literatur
beschriebenen Methoden zur Ermittlung der Raumausfiillung einer zuféllig und dicht
angeordneten Partikelmischung. Dazu werden als erstes in Kapitel 3 die Modelle der
statistischen Geometrie prasentiert, die zwar einen analytischen Zugang erlauben,
jedoch fiir reale Bindemittel- oder Betonmischungen weniger geeignet zu sein scheinen.
Den Gegensatz bilden die analytisch-empirischen Modelle in Kapitel 4, die direkt
durch die Verbesserung der Raumausfiillung motiviert sind und hauptséachlich von
Fachleuten auf dem Gebiet der granularen Systeme entwickelt wurden. Einige dieser
in der Literatur zahlreich beschriebenen Modelle liefern fiir ein breites Feld moglicher
Mischungen realistische Ergebnisse und sind daher fiir die Bestimmung der Raumaus-
filllung von Betonmischungen geeignet. Allerdings benotigen sie dazu etliche Daten
der Ausgangsstoffe, was einen erheblichen vorausgehenden experimentellen Aufwand
impliziert. Um den Umfang dieser Laborarbeit deutlich zu reduzieren, wurde in dieser
Arbeit ein neues, auf hierarchischer Fraktionierung basierendes Modell geschaffen,
dass stattdessen die Simulation einbezieht. Eine ausfiihrliche Beschreibung wird in

Kapitel 5 gegeben.

Die Erzeugung von Kugelpackungen per Simulation ist ebenfalls eine etablierte
Methodik, um Informationen iiber Gréfen wie die Raumausfiillung zu gewinnen.
Eine Literaturiibersicht dazu liefert Kapitel 6, an dessen Ende ein Zwischenresiimee
gezogen wird, um einige Entscheidungen in Bezug auf die Implementierung zu fal-
len. Diese wird schliefslich in Kapitel 7 in Form des in dieser Arbeit entstandenen
Simulationsprogramms und seiner Komponenten dargestellt. Die fiir das Laufzeitver-
halten wichtigen Datenstrukturen zur Organisation der Kugeln behandelt Kapitel 8,
Methoden zur Bestimmung der lokalen Packungsdichte und zur Implementierung
weiterer Partikelformen werden in den folgenden beiden Kapiteln vorgestellt. Ka-
pitel 11 beschéftigt sich mit den Ursachen und Auswirkungen der Agglomeration,

die bei der Packung von Feinstoffen immer eine Rolle spielt. Mehrere Varianten zur

6



1.2. Uberblick der Arbeit

Einbeziehung des Agglomerationseffekts in die Simulation werden vorgestellt.

Die Existenz einer automatisiert ablaufenden Simulation eroffnet letztendlich die
Moéglichkeit, diese als Bewertungsinstrument einer Mischung im Rahmen einer Op-
timierung zu nutzen. Kapitel 12 liefert dafiir mehrere Anwendungsszenarien und
gibt Hinweise zu geeigneten Optimierungsverfahren, bevor im letzten Kapitel 13 ein
abschlieffendes Fazit gezogen sowie ein Ausblick auf mogliche Erweiterungen gegeben

wird.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Die Korngrofienverteilung

Die Korngrofsenverteilung (kurz: KGV) dient der statistischen Charakterisierung
einer Mischung und kann mit Hilfe verschiedener Verfahren der Partikelmesstechnik
ermittelt werden. Diese umfassen u.a. die Laserbeugung und automatische Bild-
analysemethoden im Fein- und Feinstbereich, sowie die Trockensiebung fiir mittlere
bis grobe Korngrofen. Die vermessenen Partikel werden dabei nach ihrer Grofse in
Klassen eingeteilt, um so die auf jede Klasse entfallenen Mengenanteile zu ermitteln.
Die Klassenbreite wichst bei den meisten Verfahren mit aufsteigendem Durchmesser
exponentiell, sodass die Klassen in einem Histogramm mit logarithmischer Skalie-
rung der Abszissenachse wie in Abbildung 2.1 optisch gleich breit erscheinen; die
Balkenhohen im Histogramm spiegeln die relativen Haufigkeiten der Kornklassen

wieder.

Je nach Anwendung, aber auch aufgrund der unterschiedlichen Messmethoden, sind
verschiedene Mengenangaben gebrauchlich. So liefern optische Zahlverfahren meist
Anzahlverteilungen, wahrend bei Siebmethoden der Riickstand bzw. Durchgang
gewogen wird, wodurch sich eine Masseverteilung ergibt. Ist die Reindichte des
Materials iiber alle Grofenklassen konstant, so entspricht die Masseverteilung der

Volumenverteilung. Tabelle 2.1 listet die moglichen Quantitdtsmafe auf.

Statt der Veranschaulichung der KGV durch ein Histogramm wird normalerwei-
se die Verteilungssumme @Q,(x) dargestellt (Q fiir Quantity), oder alternativ die
Verteilungsdichte g, (z).
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Abbildung 2.1: Histogramm einer Korngréfsenverteilung.

Definition 2.1.0.1 Eine KGV ldsst sich durch die Verteilungssumme Q,: R —
[0, 1] beschreiben. Q,.(x) gibt den Mengenanteil der Partikel mit Korngréfie d < x an,
dabei ist v der Index des Quantititsmafles aus Tabelle 2.1.

Index » Maf der Quantitdt gewonnen durch

0 Anzahl optische Zahlverfahren

1 Lange —

2 Fléache Bildauswertung der Projektionsfliche
3 Volumen /Masse Wiégung des Siebdurchgangs

Tabelle 2.1: Quantitdtsmafe in der Korngréfsenverteilung.

Definition 2.1.0.2 Eine KGYV lisst sich durch die Verteilungsdichte q,.: R +—
[0, 1] mat

() = 22

beschreiben, wenn @, stetig differenzierbar ist. Dabei ist r der Index des Quantitdts-
mafles aus Tabelle 2.1.

Wie anfangs beschrieben liefern Messverfahren in der Praxis nicht die Verteilungsdich-
te fiir jede einzelne Korngrofke z, sondern fiir ganze Kornklassen [z, z,|, innerhalb
derer ¢,(z) konstant bleibt. Stetige Differenzierbarkeit (wie in Definition 2.1.0.2
gefordert) ist dann fiir Q,(z) nicht mehr gegeben, allerdings ldsst sich ¢,(x) auch auf
andere Weise berechnen. Dazu muss zundchst den Definitionen 2.1.0.1 und 2.1.0.2

folgend der bereits verwendete Begriff der relativen Haufigkeit definiert werden:

10



2.1. Die Korngréfenverteilung

Definition 2.1.0.3 Den Anteil der Partikel eines Korngrofsenintervalls [z, z,| an
der Gesamtmischung gibt die relative Hdaufigkeit h,: R x R — [0, 1] mit

Zo

hi (2, o) == /Qr(x)dx = Qr(7o) — Qr(zu)

an

an. Dabei ist r der Index des Quantititsmafes aus Tabelle 2.1.

Ergénzend zur Definition 2.1.0.2 berechnet sich die Verteilungsdichte fiir eine Korn-
groke x € [z, x,] aus dem Verhéltnis der relativen Haufigkeit dieser Kornklasse und

der Klassenbreite, was
QT(mO) - Q’/‘(Iu)

Lo — Ty

() =

ergibt. Zur graphischen Darstellung von ¢,.(z) wird jedoch meist das arithmetische
Mittel x,, = (x, — x,)/2 jeder Kornklasse als Abszisse verwendet. Abbildung 2.2

zeigt die zum Histogramm aus Abbildung 2.1 gehdérende Verteilungssumme sowie

Verteilungsdichte.

1,0 — 0,030
= 4 —
S 087 - 0,024 %
@ g
£ £
€ 0,6 — 0,018 ©
= S
3 2
g 0.4 — - 0012 £
£ 02- - 0,006 5
> >

0,0 — — 0,000

I I I I I I
0,04 0,1 1 10 100 373,1

Durchmessenim]

Abbildung 2.2: Verteilungssumme und -dichte einer Korngrofenverteilung.

Die in der Praxis am haufigsten verwendete Verteilungssumme ist Q3(x), welche
in der Regel durch das Abwiegen der Siebdurchgénge bzw. Riickstdnde wahrend
der Dispersitatsanalyse gewonnen wird. Fiir die Erzeugung einer virtuellen Parti-
kelpackung am Computer miissen jedoch individuelle Partikel (z. B. durch Kugeln)
reprasentiert werden, weshalb die Kenntnis der Anzahlverteilungssumme Qg (z) notig

ist. Die Umrechnung zwischen den beiden Verteilungsdichten go(z) und g¢3(x) ist

11



2. Grundlagen

durch ,
(o) = gD
[ 3 qly)dy
bzw. "
() = g B
[y g(y)dy

moglich, dabei kennzeichnet z,,;, den kleinsten und ., den groften Partikeldurch-

messer der Mischung. Allgemein gilt

mit

Qr(r) = / ¢-(y) dy

Zmin

ergibt sich die entsprechende Verteilungssumme.

Fiir die Beschreibung von Granulaten héufig verwendete Kenngréfen der Korngro-
kenverteilung sind der Medianwert sowie der Modalwert, welche als Lageparameter

direkt aus der Verteilung ablesbar sind.
Definition 2.1.0.4 (a) Die Umkehrfunktion der Verteilungssumme ist die Quamn-
tilfunktion Q' [0,1] — R, sie lautet

Q. '(p) = inflz € R: Q,(x) > p} fiirp € [0,1].

(b) Die Quantilfunktion liefert mit x50 := Q,*(0,5) den Medianwert (bezogen auf

das durch r angegebene Quantititsmafl) der Korngrifienverteilung.

Definition 2.1.0.5 Der Modalwert der Verteilung ist diejenige Korngrofle, fir die
die Verteilungsdichte ein (lokales) Mazimum annimmt. Verteilungen mit mehreren

Maxima werden multimodal genannt, mit zwei Maxima insbesondere auch bimodal.

2.1.1 Spezielle Verteilungen

In der Betontechnik wird die KGV einer Partikelmischung oft ndherungsweise durch

eine Funktion beschrieben, fiir die eine analytische Formel angegeben werden kann. So

12



2.1. Die Korngréfenverteilung

reduziert sich die Charakterisierung der KGV auf wenige Kennzahlen (die Parameter

der Formel). Einige der wichtigsten Verteilungen werden im Folgenden vorgestellt.

RRSB-Verteilung

Diese Verteilung nach Rosin, Rammler, Sperling und Bennett [RRS33, RR33, Ben36]
lautet

Qs3(r) =1— 67(%)71,

mit dem Parameter z/ als derjenigen Partikelgrofse, fiir die die Kurve einen Wende-

punkt markiert. Dort ist
Qs(x)) =1—e '~ 0,632;

x! wird auch Lageparameter genannt. Als zweiter Parameter gibt n das Steigungsmay

an. Der iiblicherweise betrachtete Siebriickstand R(x) fiir eine Siebgrofe x ist hier

R(x)=1—- Qy(z) = e (&),

H‘g

zweimaliges Logarithmieren von 1/R(x) liefert
=nlgr —nlgz/+lglge.

Die reziproke Darstellung von R(z) in einem Diagramm mit doppeltlogarithmischer
Ordinate und logarithmischer Abszisse (sog. RRSB-Netz, DIN 66145 [DIN76|) ergibt

somit eine Gerade mit der Steigung n.

Fullerkurve

Die Fullerkurve gilt als klassisches Verteilungsmodell in der Betonherstellung, seit sie
1907 von Fuller und Thompson [FT07]| und spéter von Andreasen [AA30] beschrieben
wurde. Thr Ziel war das Finden einer analytischen Beschreibung einer Idealsieblinie fiir
dichte Packungen des Zuschlags im Beton. Erkenntnisse aus Experimenten, aber auch

theoretische Uberlegungen zur optimalen Radienabstufung idealer Kugeln fiihrten

mit dem bei Fuller und Thompson gewéahlten Parameter n = 0,5. In der Praxis hat

zur Verteilungssumme

sich die Wahl eines kleineren Exponenten — etwa n = 0,4 fiir Kiessande und n = 0,3

13



2. Grundlagen

fiir gebrochene Kérnungen — als besser (im Sinne moglichst dichter Packungen mit
guter Verarbeitbarkeit) erwiesen, was der von der idealen Kugelgestalt abweichenden
Kornform realer Partikel Rechnung tragt. Auch bei der Komposition der Zement-
fraktionen wird die Fullerkurve oft als ideal angesehen [NBK*07], auferdem ist
sie in die DIN 1045-2 [DINO1] eingeflossen, in der u. a. Sieblinien mit Exponenten
0,22 < n < 0,7 genormt sind.

Ausfallk6rnungen

Unter Ausfallkérnungen versteht man Mischungen mit sogenannten unstetigen Sieb-
linien, bei denen die Kurve fiir @,(x) in einem Bereich waagerecht verlauft. Partikel
aus diesem Korngrofenintervall sind somit nicht in der Mischung vorhanden, Ausfall-

kérnungen sind daher immer multimodal.

In stetigen Verteilungen wie der Fullerkurve sind alle Kornklassen zwischen x,;, und
Tmax besetzt. Dies kann zu Einschrankungen der Platzwechselvorgdnge wahrend der
Verdichtung der Packung fithren, wenn kleine Partikel nicht zu den idealen Positionen
in den Zwischenrdumen der grofsen Partikel finden kénnen, weil Partikel der mittleren
Kornklassen den Weg versperren. Das Entfernen einer mittleren Kornklasse fiihrt
dann zu einer Ausfallkérnung, die moglicherweise eine hohere Packungsdichte erzielt

als die in der Theorie ideale Fullerkurve.

Kurven der drei vorgestellten Verteilungsmodelle sind in Abbildung 2.3 zu sehen.

Lo . RRSB-Verteilungx' =300um, n=0,8
S 0g - Fuller-Kurven=05 ,
@ —— Ausfallkérnung )/
S
E 0,6
?
%)
g 04
=
3
o 0.2
>

0,0

I | | | | |
0,04 1 10 100 1000 750(

Durchmesserym]

Abbildung 2.3: Summenkurven verschiedener Verteilungsmodelle.
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2.1. Die Korngréfenverteilung

2.1.2 Polydispersitat

Unter der Polydispersitéat einer Mischung ist anschaulich die Breite der Verteilungs-

dichtekurve zu verstehen. Hier sei sie folgendermafsen definiert:

Definition 2.1.2.1 Der Quotient aus gréfstem und kleinstem Partikeldurchmesser

ist die Polydispersitat
x
P maa:.

Lomin
Fir P =1 spricht man von einer monodispersen, fir P > 1 von einer polydi-

spersen Mischunyg.

Eine andere mogliche Charakterisierung der Mischung [Sch05] beriicksichtigt das
Auftreten von Messungenauigkeiten gerade an den Réndern der Verteilung oder
tatsdchlich vorhandene, aber unerwiinschte Ausreiffer, wie etwa deutlich kleinere
Partikel durch Abrieb oder groftere durch Agglomeration. Hier ist die Breite Pg der
Mischung durch die Differenz der 10 % bzw. 90 %-Quantile von Q3(z) definiert, also

durch den Interdezilbereich

P = 290 — 210 = Q3 '(0,9) — Q3 (0,1).

Polydisperse Korngréfienverteilungen sind sehr oft multimodal, z. B. wenn eine
Mischung mehrerer Materialien vorliegt. Umgekehrt ist nach Definition 2.1.2.1 eine

multimodale Verteilung immer polydispers.

T 12 -7 &
= Anzahl =
= _ —— Volumen — 6 o
g =
$ 8 D
5 6] :
o) — 3 g
<
S 4+ 5
=) — 2 s
S =)
2 24 -1 8
2 o)
? )
0 — 0
I I I I I I
0,04 1,00 10,00 100,00 1000,00
Durchmessenm]

Abbildung 2.4: Die Korngrofenverteilung (relative Haufigkeiten) einer stark polydispersen
Mischung aus Flugasche, Zement und Hiittensand.

15



2. Grundlagen

Granulare Mischungen von Bindemittelsystemen umfassen typischerweise einen sehr
breiten Korngrofsenbereich, angefangen bei Feinstoffen wie Flugasche, Mikrosilika
oder Gesteinsmehl mit Korngréflen von weniger als 0,1 pm bis maximal 125 pm
iiber die Zementfraktionen, die sich ebenfalls innerhalb dieses Intervalls befinden,
bis hin zu Sanden im Bereich 125-2000 um. Fiir Beton gibt es zusétzlich noch den
groben Zuschlag (z. B. Kies, Splitt, Schotter) mit Korngréfen von 2 mm bis teilweise
iiber 32 mm zu berticksichtigen. Abbildung 2.4 zeigt eine typische Korngrofsenver-
teilung am Beispiel einer Mischung aus Flugasche, Zement und Hiittensand, dabei
ist das Histogramm sowohl der Anteile am Gesamtvolumen als auch der Anteile an
der Gesamtpartikelanzahl dargestellt. Beide Kurven weichen stark voneinander ab:
Wihrend die Volumenanteilskurve den Beitrag der grofsen Partikel zur Packung her-
vorhebt, verlduft die Anzahlanteilskurve in jenem Bereich scheinbar auf der Nulllinie.
Tatséchlich bilden die Partikel aus dem Intervall 213,2-948,3 um etwa ein Viertel des
Gesamtvolumens der Mischung ab, jedoch betragt ihr Anteil an der Anzahlverteilung
nur 8,31-1077 %.

Die Realisierung einer Packung am Computer wird so fiir stark polydisperse Mischun-
gen enorm eingeschrankt, da sich die fiir ein reprasentatives Sample erforderliche
Partikelanzahl reziprok zum Anteil ho(x,, x,) verhdlt, wenn Partikel des Durchmes-
serintervalls [z, r,| im Sample vorkommen sollen. Im Beispiel wiren dies ca. 1,20 - 10
Partikel. Eine hohe Polydispersitét steigert aufserdem die Rechenzeit von Packungs-
programmen, zum einen indirekt iiber die hohe Partikelanzahl, andererseits aber
auch unmittelbar, wenn spezielle, auf eine einzelne Partikelgrofse optimierte Metho-
den und Datenstrukturen mit einer polydispersen Mischung konfrontiert werden.
Nach Wackenhut [Wac06] wichst beispielsweise die Berechnungszeit eines mittels
der Diskreten Elemente Methode operierenden Algorithmus mit P% ! an, wobei d
die fraktale Dimension der Mischung ist und fiir Betonmischungen ungefahr 3-3,5

betragt.

2.2 Partikelpackungen

Als Modell realer (verdichteter) Betonschiittungen dienen in dieser Arbeit virtuelle
Partikelpackungen. Sie sollen — wenn nicht anders angegeben — aus Griinden der
Vereinfachung und im Hinblick auf die spater diskutierten Methoden ihrer Erzeugung

ausschlielich aus Kugeln bestehen.

Definition 2.2.0.2 FEine Kugelpackung ist eine dichte, zusammenhdngende An-

ordnung von Kugeln; sie wird reguldr genannt, wenn sich regelmdf$ige Strukturen in
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2.2. Partikelpackungen

der Anordnung erkennen lassen, ansonsten heifit sie zufdéllig.

Die Anordnung wird gewo6hnlich durch einen geschlossenen Container zu allen Seiten
begrenzt, fiir ,virtuelle”, d. h. am Computer per Simulation erzeugte Packungen muss
dies nicht gelten, siehe Kapitel 6.2. Einige Eigenschaften der ihr zugrunde liegenden
Korngréfenverteilung werden auch der Kugelpackung zugeschrieben, etwa die Mono-

oder Polydispersitat und die Mono- oder Multimodalitét.

Neben dreidimensionalen Kugelpackungen ist das Prinzip der dichten Anordnung
auch in anderen Dimensionen von Bedeutung. So dienen Kreisscheibenpackungen in
der Ebene [BDGL00, SMC*07| etwa als Modell fiir Mobilfunkzellen und helfen so
bei der Positionierung von Mobilfunkmasten, oder erlauben optimierte Schnittmuster
fiir Stoffe und Bleche in der Bekleidungs- bzw. metallverarbeitenden Industrie. D-
dimensionale Packungen von Hyperkugeln sind fiir die Kodierungstheorie relevant,

dort liefern sie ein System von Code-Worter der Lange D [Slo84].

Torquato et al. warfen die Frage auf, ob der Begriff der ,zufélligen, dichten Packung"
wohldefiniert sei [TTDO00]. Sie argumentieren, dass ,zuféllig“ und ,dicht* in diesem
Zusammenhang zueinander kontradiktionér seien, da Packungen mit maximaler
Raumausfiillung keine zufillige Anordnung aufwiesen. Stattdessen plédierten sie fiir
die Bezeichnung ,maximally random jammed"“ fiir einen Zustand minimaler Ordnung
in einer dichten Struktur der Kugeln, in der keine Kugel durch Translation bewegt

werden kann, wenn die Positionen aller anderen Kugeln fixiert sind.

Im Folgenden werden einige Kennzahlen und Eigenschaften von Partikelpackungen
beschrieben, ausfiihrlichere Beschreibungen und weitere Charakteristika aus der
raumlichen Statistik finden sich in [BSBO1, LAET06, LOS06, WP06, SCDS97, RVC08,
BBS02, Sto02, SKM95, SS94, IPSS08, MWO04].

2.2.1 Makroskopische Eigenschaften

Die fiir die Simulation von Betonmischungen wichtigste Eigenschaft einer Kugelpa-

ckung ist die Raumausfiillung.

Definition 2.2.1.1 Die Raumausfillung ¢ einer Kugelpackung ist der Anteil des
durch Kugeln ausgefillten Volumens Vi am Gesamtvolumen Vo des umgebenden

Containers:
Vi

A
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2. Grundlagen

¢ wird auch als Packungsdichte bezeichnet und betragt fiir monodisperse Kugeln
in einer zufélligen, dichten Packung (,random close packing, RCP) fast 64 % [Sco60,
SK69|, wogegen eine zufillige, lockere Packung (,random loose packing”, RLP) durch
¢ ~ 60 % charakterisiert ist [Sco60]. Bei einem Kornhaufwerk spricht man ebenso
von Schiittdichte.

Fiir N harte, disjunkte Kugeln mit Durchmessern dy, ..., dy gilt

1 N 7T
— 70; 54 = 5 . ZCF (2.1)

Definition 2.2.1.2 Der Anteil des Hohlraumuvolumens Vg am Gesamtvolumen Vg
des umgebenden Containers ist die Porositdt

Vi

=—=1-0¢.
€ 7 [0}

Wird ein geschlossener Container mit festen, ebenen Réndern verwendet, so ist
der Wandeffekt zu beriicksichtigen: Zwischen den aduflersten Kugeln und dem
Containerrand befindet sich Hohlraum, der die Porositdat dort lokal erhoht. Fiir
monodisperse Packungen wirkt der Wandeffekt einige Kugeldurchmesser weit nach
innen, da die Kugeln am Rand ausgerichtet werden; es entsteht eine regelméfige
Struktur, die innerhalb mehrerer Schichten in eine ungeordnete Packung iibergeht.
Untersuchungen des Wandeffekts anhand simulierter Kugelpackungen folgen in
Kapitel 9.2.

Eine weitere Eigenschaft von Kugelpackungen ist die Anzahl der Beriihrungspunkte

einer Kugel mit anderen Kugeln.

Definition 2.2.1.3 Die durchschnittliche Anzahl von Kontakten pro Kugel in einer
Kugelpackung heifit Koordinationszahl

| N
S
daber sind K1, ..., Ky die Kontaktzahlen der einzelnen Kugeln.

Sebstverstindlich wird auch diese durch den Wandeffekt beeintrachtigt, da Randku-
geln im Mittel weniger Kontakte besitzen als im Packungsinneren befindliche, selbst
wenn der Kontakt zur Containerwand mitgezéahlt werden wiirde. Bei Betrachtung
einer geniigend groften Packung kann die Beeintrachtigung der Koordinationszahl

durch den Wandeffekt vernachlissigt werden. Die Koordinationszahl einer zufélligen,
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2.2. Partikelpackungen

dichten Packung monodisperser Kugeln betrigt ca. 6.0 [BM60, GF74|. Mit zunehmen-
der Polydispersitit sinkt dieser Wert immer weiter ab, wihrend die Raumausfiillung
ansteigt (Abbildung 2.5).

I | I T
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0.631 -
= [
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X —
Q c
[0 (e}
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0.61 .
“— Packing density A
060 1 I I | | | ‘ 56
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Standard deviation

Abbildung 2.5: Raumausfiillung und Koordinationszahl als Funktionen der Standardab-
weichung der Kugelradien (aus [HE9S]).

Eine weitere Eigenschaft poroser Materialien und granularer Medien ist der Anteil
der gesamten inneren Oberflache in der Materialmenge. Er ist fiir viele chemische

Reaktionen von Bedeutung, die die Oberflache als Angriffspunkt nutzen.

Definition 2.2.1.4 (a) Der Quotient aus innerer Oberfliche O und Volumen Vg

einer Packung ergibt die volumenbezogene spezifische Oberfliche

@)

Sy = —.
1% Ve

(b) Der Quotient aus innerer Oberfliche O und Masse m einer Packung erqibt die

massenbezogene spezifische Oberfliche

Fiir Festkorper muss in der Definition die innere durch die dufsere Oberfliche ausge-
tauscht werden, und das Volumen des Korpers ersetzt das Containervolumen. Der

Korper mit der kleinsten volumenbezogenen spezifischen Oberfliche ist die Kugel,
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2. Grundlagen

hier ergibt sich
nd> 6
S pu— = -
YTIas T d

bei einen Kugeldurchmesser d. Harte Kugeln bilden nur punktférmige Kontakte
zueinander, somit lassen sich die Oberflichen einer Kugelpackung aus n Kugeln
mit Durchmessern dy, ..., d, einfach aufaddieren, womit sich die volumenbezogene

spezifische Oberflache zu

1 n n
Sy = V—C;wdf:%;df

ergibt. Mit Gleichung (2.1) folgt

> d;
i=1

Sy = 66=1—.
>
=1

Die massenbezogene spezifische Oberfléiche einer solchen Kugelpackung ist

n

> wd? > d?
S _ =1 _ 97::1
pr>d Py
=1 =1

dabei gibt p die Reindichte des Materials an.

Anmerkung: S, hingt — im Gegensatz zu Sy — nicht von der Raumausfiillung der
Packung ab und kann somit auch direkt fiir Mischungen bzw. einer gegebenen Korn-
grofenverteilung gehorchende Durchmesser bestimmt werden, ohne die Kugelpackung

per Simulation generieren zu miissen.

2.2.2 Analyse der Mikrostruktur

Die stochastische Geometrie hélt einige Werkzeuge bereit, die die Analyse der
Mikrostruktur unterstiitzen und insbesondere Aufschluss iiber die Homogenitét
innerhalb der Kugelpackung geben kénnen. Ein in diesem Zusammenhang wichtiger
Begriff ist die Nachbarschaft:

Definition 2.2.2.1 Die Kugel k; (mit Mittelpunkt ¥; und Radius ;) ist ein Nachbar
der Kugel k; (mit Mittelpunkt Z; und Radius r;), wenn mit dem euklidischen Abstand
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2.2. Partikelpackungen

der Mittelpunkte d(%;, Z;) := ||@; — @ ||, fiir den Abstand der Kugeln
d(Z;, %) — (ri+r;) <e€j, €;>0
gilt.

Fiir theoretisch betrachtete und auch viele reale Packungen wird tiblicherweise ¢;; := 0
gesetzt, fiir durch Simulation erzeugte Packungen kann ¢;; auch einen positiven (von
r; und r; abhéngigen) Wert annehmen, z. B. wenn der Simulationsalgorithmus keine

exakten Kontakte ermdéglichen kann.

Ein in der Simulation sehr einfach umzusetzendes Verfahren ist die Bestimmung des

durchschnittlichen Mittelpunkts aller Kugeln.

Definition 2.2.2.2 Sei @; der Ortsvektor des Mittelpunkts der i. Kugel. Der durch-
schnittliche Mittelpunkt ist der Mittelwert der Mittelpunkte aller Kugeln, also

L1 &

i=1

fir N Kugeln. Wird zudem der Durchmesser d; jeder Kugel beriicksichtigt, so liefert

1 & N
i=1 i=1

den gewichteten durchschnittlichen Mittelpunkt.

Anmerkung: Der Durchmesser geht in der dritten Potenz in die gewichtete Variante

ein, um dem Volumenanteil jeder Kugeln in der Packung Rechnung zu tragen.

Fiir eine zufallige Packung kann von einer guten Durchmischung der Kugeln unter-
schiedlicher Durchmesser ausgegangen werden, entsprechend sollte im monodispersen
Fall M (= Mw) und im polydispersen Fall M,, nahe bei 0 liegen, wenn sich die Contai-
nermitte im Ursprung befindet (geeignete Symmetrie des Containers vorausgesetzt).
Ein grofser Abstand zum Ursprung deutet auf eine ungleichméfige Verteilung des
Kugelvolumens innerhalb der Packung hin, sodass sich in einem sehr dicht gepackten
Sektor viele Kugelmittelpunkte befinden, wéihrend sich in einem anderen Sektor nur
wenige Kugeln zu einer lockeren Anordnung anlagern. Umgekehrt kann jedoch nicht
von einer niedrigen Abweichung des (gewichteten) durchschnittliche Mittelpunkts
zum Ursprung auf eine hohe Zufélligkeit der Packungsstruktur geschlossen werden,

denn selbst eine reguldre Anordnung (siehe Abschnitt 2.2.3) kann M =0 erzielen.
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2. Grundlagen

Ein etwas komplexeres Konstrukt der rdumlichen Statistik erlaubt die Untersuchung

der Abstédnde zwischen den Kugeln:

Definition 2.2.2.3 Die Intensitit I(r) der Kugelmittelpunkte einer Packung, die
im Abstand r zu einem beliebig gewdhlten weiteren Kugelmittelpunkt liegen, ins
Verhdltnis gesetzt zur Intensitdt I der Kugelmittelpunkte in der Gesamtpackung liefert

die Paarkorrelationsfunktion (PKF) g: [0,00) — [0,00). Seien diese Intensititen

durch
n(r,As)

L : NP2
I(r) = Alg}o I(r, As) mit I(r, As) = Vol A5

und I = N/V¢ gegeben. Dann kann die PKF mittels

It , _ I(r,As)  2n(r,As)- Vg
g(r) = Alg}lﬂg(r, As) mit g(r, As) = T = N2 Vs(r D) (2.2)

berechnet werden. Dabei ist N die Kugelanzahl in der Packung und Vo das Volumen
des Containers. n(r, As) gibt die Anzahl der Kugelpaare an, deren Mittelpunkte einen
Abstand zwischen v — As und r + As zueinander besitzen. Eine Normierung dieser
absoluten Haufigkeit erfolgt, indem durch die mazimale Anzahl N/2 dividiert wird.
Vs(r,As) = 5m(r3 — r}) bezeichnet schlieflich das Volumen einer Kugelschale der

Dicke As mit innerem Radius r = r — As und duflerem Radius ro =1 + As.

In der Implementierung sollte As fiir eine hochaufgeloste Bestimmung der PKF
moglichst klein gewéahlt werden. Die angegebene Definition orientiert sich an dieser
praktischen Umsetzung, theoretische Betrachtungen und ausfiihrliche Herleitungen
der PKF koénnen in der Literatur nachgelesen werden, z. B. in [SKM95, MWO04,
SS94, TPSS08]. Dort wird teilweise auch die Bezeichnung Radiale Verteilungsfunktion

verwendet.

Fiir r < dyn ist g(r) = 0, fiir grofse Abstédnde 7 ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
eines zweiten Kugelmittelpunkts unabhéngig von der Position des beliebig gewéahlten
ersten und damit lim g(r) = 1 fiir unendliche Packungen. Die Maxima der PKF
entstehen durch beT;)?ders héufig auftretende Kugelabstéinde. Abbildung 2.6 zeigt
die PKF einer monodispersen Packung von Kugeln mit Durchmesser d. Das 1.
deutliche Maximum bei r = d lasst sich durch Kugeln erklaren, die unmittelbar
aneinanderstofien, das 2. Maximum ist zweigeteilt, bei r = v/3d und r = 2d, und

entsteht durch Kugeln, die einen gemeinsamen Nachbarn besitzen.

Fiir bidisperse Packungen ergibt sich ein anderer Verlauf der Kurve, sie bildet mehr
Maxima, jedoch mit weniger starken Auspragungen. Mit zunehmend polydisperseren

Mischungen néhert sich die Funktion fiir Werte r > d,;, der Geraden g(r) = 1 an.
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Abbildung 2.6: Paarkorrelationsfunktion einer zufélligen, dichten Packung monodisperser
Kugeln mit Durchmesser d.

2.2.3 Regulare Packungen

Das Problem der dichtesten monodispersen Kugelpackung beschéftigte schon Johan-
nes Kepler zu Beginn des 17. Jahrhunderts. Er stellte die Vermutung auf, dass es
keine dichtere Anordnung gleicher Kugeln geben konne als diejenige, die tiblicherweise
fiir Kanonenkugeln, aber auch Orangen am Obststand benutzt wurde (Abb. 2.7).
Hierbei beriihrt jede Kugeln in einer Schicht 4 Nachbarkugeln, sowie jeweils 4 Kugeln
der darunter- und dariiberliegenden Schicht. Die Koordinationszahl betrigt exakt 12.

Diese Packung fiihrt tatséchlich zur maximalen Raumausfiillung von

T
s T~ 0,7405, 2.3

rens = 23)

wie Hales in einer sehr umfangreichen Arbeit (siehe [Hal05] und darin enthaltene

Referenzen) 400 Jahre nach Kepler bewies.

Es gibt verschiedene Variationen bei der Anordnung der Kugeln, die allesamt zur
dichtesten Packung fithren. Die hexagonal dichteste Packung (engl.: hezagonal
close packed, HCP) birgt in der ersten Schicht eine hexagonale Anordnung der
Kugeln. In der zweiten Schicht sitzen die Kugeln in den Liicken der ersten Schicht.
Die Kugeln der dritten Schicht liegen wiederum in den Liicken der zweiten, exakt iber
den Positionen der ersten Schicht; das Muster A-B-A-B-... wiederholt sich ab hier.

In der kubisch-flichenzentrierten Packung (engl.: face centered cubic, FCC') ist
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2. Grundlagen

Abbildung 2.7: Stapel von Kugeln (aus [Hal00]).

die dritte Schicht um 60° gedreht, erst Kugeln der vierten Schicht liegen wieder
exakt iiber den Positionen der ersten, wodurch die Schichtfolge A-B-C-A-B-C-...

entsteht. Neben diesen beiden regelméfigen Anordnungen gibt es durch beliebige

*
mono’

Kombinationen dieser Schichten unendlich viele weitere Packungen mit ¢ = ¢
wie Hales in [Hal06| zeigt. Anwendung finden diese dichtesten Packungen bei der
Beschreibung von atomaren Kristallstrukturen [Ben72, BRW97, Sch02, Kit06].

Hexagonal Face
Close Packed Centered Cubic
Structure Structure

Abbildung 2.8: Die dichtesten Packungsstrukturen HCP und FCC im Vergleich (aus
[NDT09]).

Wenn Positionen und Radien der Kugeln in einer Packung frei gewéhlt werden kénnen,
besteht die Moglichkeit, sich der theoretischen maximalen Packungsdichte ¢ = 1
beliebig anzunéhern. So wird die Apollonische Packung iterativ aufgebaut, indem
die Liicke zwischen anfangs 4 platzierten Kugeln durch die grofste hineinpassende
Kugel gefiillt wird. Das gleiche geschieht mit allen weiteren entstehenden Liicken.
Nach etlichen Iterationen kénnen Packungen wie in Abb. 2.9 entstehen. Benannt
ist diese Form der Kugelpackung nach dem griechischen Mathematiker Apollonius
von Perge (etwa 262-190 v. Chr.), der bereits zu Lebzeiten als ,der groke Geometer*
bekannt war und sich u.a. mit Planetenbewegungen und Kegelschnitten befasste,

aber auch das Problem untersuchte, zu drei gegebenen, disjunkten Kreisen einen

24
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vierten zu finden, der diese beriihrt.

Abbildung 2.9: Eine dreidimensionale Apollonische Packung innerhalb einer Kugel.

In der Literatur finden sich zahlreiche Arbeiten zu diesem Thema: Basierend auf einem
Algorithmus von Peikert et al. [PBP94| erzeugen Herrmann et al. bichromatische
Apollonische Packungen, in denen die Kugeln reibungsfrei aufeinander abrollen
kénnen [MBH04, MB05, HMBWO06], siehe auch [Pép04]. Einen Voronoi-Delaunay-
Ansatz beschreiben Anishchik und Medvedev [AM95], wihrend Amirjanov und
Sobolev [AS06a| einen Genetischen Algorithmus zum Auffinden und Fiillen der

Liicken benutzen.
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Kapitel 3

Einfache Hartkugel-Modelle

Viele der hier vorgestellten mathematisch formalisierten Modelle aus dem Gebiet
der stochastischen Geometrie erlauben einen analytischen Zugang zu den Packungs-
eigenschaften und insbesondere der Raumausfiillung. In den Féllen, in denen dies
nicht mdglich ist, besteht zumindest eine simple, wenig aufwéndige Realisierung des
Packungsmodells durch Simulation. Als Modelle realer Betonmischungen sind sie aller-
dings nur bedingt geeignet, da sie allesamt nur zu einer sehr geringen Packungsdichte

fihren.

Sei X C R”™ eine Menge von Punkten mit 2 < |X| < oo und einer Abbildung
d: X x X+ [0,00). Die Zahl d(z,y) soll wieder als euklidischer Abstand zwischen

den Punkten z,y € X interpretiert werden.

Definition 3.0.3.1 (a) Eine Funktion f: X +— [0, 00| heifst Radienfunktion auf
X.

(b) Eine Radienfunktion f ist eine Hartkugelfunktion auf X, wenn fir jedes
zr,y € X, x #y die Ungleichung f(x) + f(y) < d(x,y) erfillt ist.

(c) Sei [ eine Hartkugelfunktion. Analog zu Definition 2.2.2.1 sind unterschiedliche
Punkte z,y € X dann Nachbarn beziiglich f, wenn f(z) + f(y) = d(z,vy)

qilt. Fir zweir Nachbarn x und y ist y ein kleinerer Nachbar von x, wenn

fly) < f(z) gilt.

Im Folgenden soll — wenn nicht anders angemerkt — vom dreidimensionalen Fall der
Kugelpackungen ausgegangen werden, d.h. X C R3. Ein Punkt 2 wird dann auch
als Kugel x mit f(z) = 0 betrachtet.

Eine Hartkugel-Packung zeichnet sich durch die Abwesenheit von Uberlappungen
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3. Einfache Hartkugel-Modelle

zwischen den Kugeln aus. Fiir die Erzeugungsmethode der Packung lasst sich nach

[IPSS08]| eine Klassifikation in zwei Kategorien vornehmen:

e Auf Ausdiinnung basierende Methoden: Diese umfassen Operationen der Re-
duzierung, wie das Entfernen von Kugeln, die dicht an anderen Kugeln liegen

oder diese iiberlappen.

e Auf Interaktion basierende Methoden: Hierbei sind harte, undurchdringliche
Kugeln beteiligt, die entweder vom Beginn der Simulation an vorhanden sind,
oder zu spéteren Zeitpunkten der Packung hinzugefiigt werden. Im Gegensatz
zu Ausdiinnung konnen diese jedoch nicht wieder geloscht werden. Wahrend

der Entstehung der Packung kénnen diese Kugeln bewegt werden.

Es ist offensichtlich, dass das Loschen von Kugeln eine Verdnderung der Korngréften-
verteilung verursacht. Daher muss zwischen Vorschlagsverteilung und resultierender

Verteilung unterschieden werden.

Definition 3.0.3.2 Die Vorschlagsverteilung ist die urspringliche Radienvertei-
lung, nach der die Kugelradien ausgewdhlt werden, die resultierende Verteilung
ergibt sich daraus durch Nichtberiicksichtigung von Kugeln oder Ausdinnung der

Packung.

Bei Anwendung der verschiedenen Modelle stellt sich oftmals dass Problem, dass nur
die resultierende Verteilung bekannt ist (etwa aus experimentellen Arbeiten, die es zu
simulieren gilt), die Vorschlagsverteilung aber fiir die Modellierung und Simulation

bestimmt werden muss [SS00].

3.1 Stienen-Modell

Definition 3.1.0.3 Eine Radienfunktion fs auf X mit

fs(x) := min

{d(xz, y)

}, r,y € X

definiert ein Stienen-Modell.

Offensichtlich erfiillt fg die Definition 3.0.3.1 (b) und bildet somit eine Hartkugel-
funktion auf X. Das Modell geht zuriick auf die Dissertation von Hans Stienen [Sti82].
Typisch fiir eine Packung nach diesem Modell ist die Bildung vieler paarweise be-

nachbarter Kugeln, jedoch konnen auch vereinzelte Kugeln ohne Nachbarn entstehen.
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3.2. Matérn-Modell

Die erreichbare Raumausfiillung ist relativ gering, sie betragt im R? nur 2%1 und
damit im Dreidimensionalen 12,5 % [DSS99].

Abbildung 3.1: Realisierung eines Stienen-Modells.

Die Erzeugung eines Stienen-Modells ist simpel und benétigt lediglich eine Iteration
iiber alle Punkte aus X, um den Abstand jedes Punktpaares zu bestimmen; dies ist

fiir m Punkte in O(m?) moglich.

3.2 Matérn-Modell

Das von Matérn [Mat60, Mat86| eingefithrte Modell wird durch bedingte Ausdiin-
nung gewonnen. Eine von Mansson und Rudemo [MRO02| untersuchte Variante fiir
polydisperse Kugeln beginnt mit einer iiberlappenden, zufalligen Kugelplatzierung
und ordnet zunéchst jeder Kugel = eine Marke m(zx) zu, welche aus dem Intervall
(0, 1) zufallig gleichverteilt bestimmt wird. Eine Kugel x wird dann aus der Packung

entfernt, wenn es eine weitere Kugel y mit

d(z,y) < f(z) + f(y) und m(y) <m(z)
gibt. Kugeln mit kleineren Marken werden somit als ,starker betrachtet und setzen
sich bei Uberlappung durch.

Die maximal erreichbare Raumausfiillung des Matérn-Modells fiir monodisperse
Kugeln betragt ebenfalls 2% im R?, also 12,5 % fiir eine dreidimensionale Packung
[MRO2|. Fiir polydisperse Kugeln kann durch geschickte Wahl der Radien und
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3. Einfache Hartkugel-Modelle

Festlegung der Marken auf m(z) = 1/f(x) fir alle x € X eine beliebig hohe
Raumausfiillung erzielt werden [AHMOG|.

Das Matérn-Modell lasst sich relativ simpel simulieren: Nachdem die Kugeln mit den
durch f festgelegten Radien zufillig platziert worden sind, werden ihnen unabhéngige,
gleichverteilte Marken aus dem Intervall (0, 1) zugeordnet. Damit der anschliefende
Ausdiinnungsprozess nicht durch die Reihenfolge der sequentiellen Abarbeitung der
Kugeln beeinflusst wird, muss beachtet werden, dass bereits ausgediinnte Kugeln
ihrerseits dennoch die Ausdiinnung weiterer Kugeln mit hoheren Marken bedingen
kénnen. Daher sollte in einem ersten Durchlauf zundchst nur vorgemerkt werden,
welche Kugeln entfernt werden miissen, um diese dann in einem zweiten Schritt

tatséchlich aus der Datenstruktur zu l6schen.

3.3 Lilypond-Modell

Das Lilypond-Modell (deutsch: Seerosen-Modell) wurde von Haggstrom und Meester
[HMO96| eingefiihrt, unabhéngig davon entwickelten Daley et al. ausgehend vom
Stienen-Modell das gleiche Modell unter dem Namen PMS [DSS99]. Es zeichnet sich

durch einen dynamischen Erzeugungsprozess aus.

Definition 3.3.0.4 FEine Hartkugelfunktion fr auf X ist eine Lilypond-Funktion,

wenn jedes x € X einen kleineren Nachbarn beziiglich fr in X besitzt.

Durch diese Definition werden nicht nur Einzelkugeln ohne Kontakt zu anderen
Kugeln verhindert, als weitere Konsequenz besitzt jede Kugel Kontakt zu einer
anderen Kugel, die nicht grofier ist als sie selbst. Eine Besonderheit des Lilypond-
Modells sind die wie schon im Stienen-Modell héufig auftretenden Kugelzwillinge,
wie Abb. 3.2 veranschaulicht.

Die Erzeugung eines Lilypond-Modells kann durch ein stetiges Wachstum der initial
vorhandenen Punkte zu Kugeln beschrieben werden. Dieses Wachstum wird fiir alle
Kugeln gleichzeitig und mit gleichbleibender Geschwindigkeit durchgefiihrt. Sobald
eine wachsende Kugel x eine weitere Kugel y beriihrt, stoppt das Wachstum von
z (und das Wachstum von y, falls dieses nicht bereits zuvor gestoppt wurde). Auf
diese Weise gelangen samtliche Kugeln in einem endlichen Zeitraum zu ihrem finalen
Lilypond-Radius, da X mindestens 2 Punkte enthélt.

Eine sehr effiziente Umsetzung des Wachstumsprotokolls erméglicht der Lilypond-
Operator [HLOG6.
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Abbildung 3.2: Realisierung eines Lilypond-Modells.

Definition 3.3.0.5 Mit F(X) soll die Menge aller Radienfunktionen bezeichnet
werden. Sei der Operator T : F(X) — F(X) gegeben durch

Tf(x):= I;éiilmax (d(a;, y)7 d(x,y) — f(y)) . z,y € X

Dann heifit T' der Lilypond-Operator.

Wie in [HLO6| gezeigt, fithrt die auf eine Radienfunktion f (endlich oft) wiederholte
Hintereinanderanwendung von 7' unweigerlich in einen stationdren Zustand, der
dem Lilypond-Modell entspricht, d.h. es existiert ein Fixpunkt f;, mit Tf, =
fr. Die Autoren geben fiir diese Iteration sogar ein fiir jede Kugel individuell
bestimmbares Abbruchkriterium an: Andert sich der Radius einer Kugel = von einem
Iterationsschritt zum néchsten nicht, so hat x bereits den finalen Lilypond-Radius
fr(x) erreicht, d. h. aus f,(z) = f,11(x) folgt f,(z) = fr(x). Im schlechtesten Fall
betrigt der Aufwand zur Berechnung aller Lilypond-Radien O(m?), wobei m die
Anzahl der Kugeln angibt.

Die Raumausfiillung des Lilypond-Modells betrigt ungefihr 18,6 % [DSS99|. Eine
Moglichkeit zur Erhohung dieses Wertes bietet die Erweiterung auf ein mehrstufiges
Lilypond-Modell: Es bezeichne L") = (X, fg)), i > 1 die 7. Stufe des mehrstufi-
gen Lilypond-Modells mit einer Punktmenge X und einer Hartkugelfunktion fg)
Insbesondere ist fél) eine Lilypond-Funktion geméf Definition 3.3.0.4. Die im erwei-
terten Modell in der n. Stufe hinzugefiigten Punkte aus X(™ wachsen dann solange,

bis sie einen Nachbarn in |J_, X@ beriihren. Fiir die Stufen i > 2 ist zu beachten,
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dass die Funktionen fg) keine Lilypond-Funktionen mehr sind, da die Kugeln aus
X® nicht zwingend Nachbarn in X® besitzen miissen und auch bzgl. X mit j < i

nur grokere Nachbarn aufweisen kénnen, was Definition 3.3.0.4 widerspricht.

Eine interessante Variante liefern Dodds und Weitz [DWO02]: Die Punkte werden erst
nach und nach mit einer vorgegebenen Rate dem Leerraum der Packung hinzugefiigt,
aukerdem wachsen die Kugeln nicht gleichméfig, sondern mit individuellen Raten.
Ebenso wie mit dem mehrstufigen Lilypond-Modell kénnen auf diese Weise beliebig
hohe Raumausfiillungen erzielt werden, die Autoren geben dazu als Beispiel eine

zufallige Apollonische Packung mit ¢ ~ 94 % an.

3.4 Dead-Leaves-Modell

Das Dead-Leaves-Modell (deutsch: Laub-Modell) wurde von Matheron [Mat68| vor-
gestellt, um {iberlappungsfreie Scheiben- oder Kugelpackungen zu beschreiben. Es
entsteht ebenfalls durch einen dynamischen Erzeugungsprozess, der hier fiir Scheiben

(zweidimensionaler Fall) dargestellt ist:

Nacheinander werden im Zeitintervall (—oo, 0] Scheiben zuféllig und gleichverteilt
in einer Fliche platziert. Uberlappungen sind dabei gestattet, und so wird jeder
Ausschnitt der Fliache zum Zeitpunkt ¢ = 0 von einer unendlichen Anzahl an Scheiben
tiberdeckt. Das dabei entstehende Muster (siche Abbildung 3.3) lésst sich als dicke
Laubschicht interpretieren, was die Namensgebung des Modells erklart. Entfernt man
nun die {iberlappten Scheiben, dann bleiben nur die intakten Scheiben der obersten
(,,jingsten®) Schicht zuriick und bilden so eine Hartscheibenpackung. Der Weg zu

einer Hartkugelpackung im R? erfolgt analog dazu.

Die intakten, nicht-iiberlappten Kugeln als Resultat des Dead-Leaves-Modells (im
R?) entsprechen dem Ergebnis eines Matern-Modells mit den Marken m(z) = —t(x),
wenn t(z) den Zeitpunkt der Platzierung der Kugel « kennzeichnet [MR02]. Daher
betragt die erreichbare Raumausfiillung im Dead-Leaves-Modell fiir monodisperse
Kugeln ebenfalls 12,5 %. Gemeinsam ist beiden Modellen im polydispersen Fall auch
die Erzeugung einer resultierenden Verteilung, die von der Vorschlagsverteilung

abweicht.

Trotz des nur fiir unbegrenzte Zeitintervalle und Scheibenanzahlen definierten Modells
lasst sich die Simulation mit einer endlichen Anzahl Scheiben in begrenzter Zeit
durchfiihren. Dazu miissen nur solange Scheiben in einer zuvor festgelegten endlichen

Flache zufallig platziert werden, bis diese vollkommen bedeckt ist. Ab jenem Zeitpunkt
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Abbildung 3.3: Realisierung eines polydispersen Dead-Leaves-Modells; die intakten Schei-
ben sind farblich hervorgehoben.

kann die Packung als Simulationsergebnis des Dead-Leaves-Modells betrachtet werden,
da unter der Schicht der sichtbaren Scheiben eine unendliche Anzahl weiterer Scheiben

angenommen werden kann.

Eine weitere Anwendung erfihrt das Dead-Leaves-Modell in der Bildverarbeitung
(siehe z. B. [AGM99, LMHO1]). Die Zerlegung natiirlicher Bilder in einzelne, teilweise
verdeckte Objekte ist etwa bei der Gesichtserkennung und der Bildkompression
hilfreich. Dabei unterstiitzt das Dead-Leaves-Modell die Untersuchung des Einflusses
von Uberdeckung auf die Gréfenverteilung der Objekte.

3.5 Random Sequential Adsorption

Random Sequential Adsorption bezeichnet ein Modell, das schon 1959 von Bernal
benutzt wurde, um die Struktur des fliissigen Aggregatzustandes zu modellieren
[Ber59|. Allerdings erkannte Bernal selbst, dass diese Modellvorstellung aufgrund der

zu geringen Raumausfiillung nicht tragfahig war.

Der Begriff ,Random Sequential Adsorption ist durch die Physik und Chemie geprégt,
gerade in der Literatur zur stochastischen Geometrie findet sich hédufig auch die
Bezeichnung ,Simple Sequential Inhibition®, siehe z. B. [SKM95|. Diese beschreibt
treffend den Erzeugungsprozess (vgl. Abbildung 3.4): Nacheinander werden Kugeln
mit Radien geméfs einer Vorschlagsverteilung zufillig gleichverteilt in einem Container

platziert. Wenn eine Kugel x dabei eine bereits platzierte Kugel y schneidet, so wird
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die Positionierung von z zuriickgewiesen und mit der nichsten Kugel fortgefahren. Der
Vorgang endet, sobald alle Kugeln positioniert wurden, oder der Sattigungszustand
eintritt, d. h. keine neue Kugel mehr Platz findet. Auf diese Weise entsteht eine (Hart-
YKugelpackung mit einer durch die ausgelassenen Kugeln von der Vorschlagsverteilung

abweichenden resultierenden Verteilung.

0 ® ©
@ @®

Abbildung 3.4: Entstehung einer polydispersen Packung mittels Random Sequential
Adsorption; die Nummern geben die Reihenfolge der versuchten Platzierung an. Die beiden
Scheiben Nr. 2 und Nr. 5 konnten nicht platziert werden.

Eine haufig benutzte Variation erzeugt nach Ablehnung einer Kugel = eine neue
Kugel y mit neuer Position, aber dem gleichen Radius (f(y) = f(x)). Aber auch auf
diese Weise lasst sich keine Realisierung der Vorschlagsverteilung garantieren, denn es
ist nicht gewéhrleistet, dass iiberhaupt eine giiltige (d. h. iiberlappungsfreie) Position
fiir eine Kugel mit diesem Radius gefunden werden kann. Dennoch lésst sich die
Erfolgsquote erhohen, wenn die Kugeln der Gréfe nach in absteigender Reihenfolge

platziert werden.

Ballani et al. untersuchten sowohl das klassische Modell als auch die Variante mit
absteigend sortierten Kugeldurchmessern auf ihre Tauglichkeit zur Modellierung der
Zuschlagspartikel (Korund-Kugeln) im Feuerbeton [BDS06, Bal06|. Mit der ersten
Variante erwies es sich als duferst schwierig, eine Vorschlagsverteilung zu finden,
welche eine resultierende Verteilung entsprechend der realen Korndurchmesser ergab;

der Séttigungszustand wurde zu friithzeitig erreicht.

Die zweite beschriebene Variante wurde unter der Voraussetzung analysiert, dass
tatséchlich alle Kugeln platziert werden konnten. Konnte eine solche Packung einmal
nicht erzielt werden, dann wurde dieser Versuch nicht gewertet, somit entsprach die
Kugelradienverteilung immer den Vorgaben. Diese Variante erzielte Ergebnisse, die
zumindest fiir Packungen moderater Dichte ohne direkte Kontakte zwischen den
Partikeln (wie die Korund-Kugeln innerhalb der Bindemittelmatrix) geeignet zu sein

scheinen.

Die erreichbare Raumausfiillung dieses Modells betragt fiir monodisperse Kugeln
ca. 38-38,5% [Coo88, Tor06, IPSS08|. Fiir die Berechnung sind keine Formeln be-

kannt, die Raumausfiillung kann nur per Simulation bestimmt werden. Dabei héngt
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3.5. Random Sequential Adsorption

der Rechenaufwand stark vom Aufwand fiir die Suche nach den potenziellen Posi-
tionen der zu platzierenden Kugeln ab, und Uberlappungen miissen schnell erkannt

werden; eine Umsetzung liefert Doge [D6g01].
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Kapitel 4

Analytisch-empirische Modelle der

Raumausfiillung

Motiviert durch den Aufwand experimenteller Untersuchungen einerseits und den
Optimierungsbedarf vorhandener Rezepturen andererseits wurde im Laufe der Jahre
eine Vielzahl an Modellen entwickelt, um die Raumausfiillung einer granularen
Mischung aus den Eigenschaften und Mischungsverhéltnissen der Einzelkomponenten
abzuleiten. Dabei miissen sich die Komponenten nicht notwendigerweise stofflich
unterscheiden, haufig wird das gleiche Material in mehrere Klassen unterschiedlicher
Feinheit eingeteilt, um Komponenten — dann auch als Fraktionen bezeichnet — mit

individuell moglichst engen Korngréftenverteilungen zu erhalten.

In den folgenden Unterkapiteln sollen als FErgebnis der Literaturrecherche die wich-
tigsten Modelle vorgestellt sowie die Resultate aus Untersuchungen zu ihrer Eignung
zusammengefasst werden. Treffend ist die Bezeichnung fiir einen exemplarischen
Vertreter dieser Raumausfiillungsmodelle — das Linear Packing Model — durch Gan
et al. als ,eine im Grunde analytische Formel mit zu bestimmenden empirischen
Konstanten* |[GGJWO04]. Den vorgestellten Modellen ist in der Tat gemeinsam, dass
eine breite Datenbasis fiir die Komponenten vorhanden sein bzw. im Experiment
gewonnen werden muss. Diese umfasst typischerweise mindestens die folgenden zwei

Eigenschaften:

e Die Korngrofe als reprasentativer Durchmesser. Da es kein standardisiertes
Verfahren gibt, variiert der verwendete Durchmesser je nach Modell. So wird er
etwa anhand des Siebdurchgangs (z. B. die Sieblochweite, bei der der Siebdurch-
gang ein bestimmtes Volumen iiberschreitet) oder des Korngrofenintervalls

(z.B. der Mittelwert aus oberem und unterem Korndurchmesser) bestimmt,
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4. Analytisch-empirische Modelle der Raumausfiillung

wobei ebenso auf das arithmetische, geometrische oder logarithmische Mittel
zurlickgegriffen wird. Fiir enge Korngrofsenverteilungen hat die verwendete
Definition relativ geringen Einfluss auf den ermittelten Durchmesser, fiir breite

Verteilungen ist sie jedoch deutlich signifikanter [Dew99].

e Die Eigenpackungsdichte. Dieser Begriff beschreibt diejenige Raumausfiillung,
die eine allein aus dieser Komponente bestehende Packung erzielt. Bei der
Ermittlung der Eigenpackungsdichte ist darauf zu achten, moglichst keine
Wandeffekte zuzulassen, die verfilschend auf das Ergebnis wirken, daher sollte

der Container geniigend grof gegeniiber der Korngrofie des Stoffes sein.

Ist wie oben beschrieben ein Ausgangsstoff in viele enge Fraktionen eingeteilt worden,
miissen selbstverstandlich der typische Durchmesser und die Eigenpackungsdichte
jeder Fraktion separat bestimmt werden. Dies kann einen nicht unerheblichen ex-
perimentellen Aufwand bedeuten, insbesondere dann, wenn etliche sehr breit oder
unstetig verteilte Stoffe beteiligt sind. Daher wird in der Praxis haufig auf eine sehr
enge Fraktionierung verzichtet, obwohl bislang keine Sensitivitdtsanalyse zu den

Auswirkungen auf die Genauigkeit der vorhergesagten Raumausfiillung bekannt ist.

Typisch fiir viele dieser analytisch-empirischen Modelle ist aufterdem ihr rekursiver
Aufbau: Von 2 Komponenten ausgehend wird zunéchst die Raumausfiillung der
Mischung aus diesen beiden bestimmt, wobei das Mischungsverhéltnis fest vorgegeben
wird und sich an den Anteilen orientiert, die in der Gesamtmischung gelten sollen.
Sodann kann diese Mischung als neue Komponente betrachtet werden, die ihrerseits
wiederum mit einer weiteren Komponente gemischt wird. So gelangt das Modell
Komponente fiir Komponente zu einer kompletten Mischung und damit auch zur

finalen Raumausfiillung.

Die Raumausfiillung einer Mischung wird mit den vorgestellten Modellen immer unter
fest definierten Mischungsverhéltnissen kalkuliert. Da sich in der Praxis meist die
Frage nach der dichtesten Mischung vorgegebener Komponenten (unter Berticksichti-
gung gewisser anwendungsbezogener Restriktionen) stellt, bietet sich eine explorative
Suche durch eine breite Rasterung iiber die moglichen Mischungsanteile an. Eine
Optimierungsroutine kann so sehr viele Mischungsvarianten durchrechnen und dieje-
nige unter ihnen bestimmen, die zur héchsten Raumausfiillung fithrt. Von Vorteil
ist dabei die Tatsache, dass die aufwéndige Bestimmung der Stoffeigenschaften —
typischer Durchmesser und Eigenpackungsdichte — nur einmalig durchgefiihrt werden
muss, wahrend die Berechnung auch einer grofen Anzahl von Mischungen dann sehr

schnell auf dem Computer vollzogen werden kann.
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4.1. Vorstellung verbreiteter Modelle

4.1 Vorstellung verbreiteter Modelle

In den hier diskutierten Modellen werden folgende Variablen benutzt:

e d;: Der typische Durchmesser der Komponente 7. Die Komponenten sollen nach

aufsteigendem Durchmesser sortiert vorliegen, d.h. d; < d; fiir i < j.
e ¢;: Die Eigenpackungsdichte der Komponente .

e v;: Der Anteil der Komponente i am Gesamtvolumen der Mischung. Fiir n

Komponenten muss ) ., v; = 1 gelten.
Ebenso niitzlich ist an dieser Stelle die Definition des spezifischen Volumens:

Definition 4.1.0.6 Das spezifische Volumen V,., einer Kugelpackung ist der
Quotient aus dem Volumen des Containers Vi einer Packung und dem Kugelvolumen
Vi, es drickt den Kehrwert der Raumausfillung aus, also

Ve

Vi@pez = V_K = ¢71'

Nahezu alle Modelle stiitzen sich auf geometrische Uberlegungen zu bidispersen Ku-
gelpackungen. Dias et al. [DTMY04| betrachteten solche Packungen aus Glaskugeln
mit diskreten Kugelgrofen in verschiedenen Durchmesserverhéltnisssen von Z—; < 0,1.
Abbildung 4.1 illustriert die die Packungsstruktur beeinflussenden Effekte, deren
Auswirkungen die Autoren untersuchten: Fiir ein Verhéltnis von 3—; > (0,01 besteht
eine Keilwirkung der kleineren Partikel, sie drangen das Packungsskelett der grofseren
auseinander. Der interpartikuldre Randeffekt verursacht hingegen eine héhere Porosi-
tat nahe der Oberflichen der groften Partikel, die auf die kleinen Partikel wie eine
Wand wirken; er besteht bis zu einem Verhéltnis von Z—; > 0,0035. Ab 3—; < 0,0035
bilden die kleineren Partikel eine monodisperse Packung in den Zwischenraumen
der groferen Partikel, die beiden die Raumausfiillung mindernden Effekte sind dann

vernachléassigbar.

4.1.1 Furnas-Modell

Eines der ersten Modelle wurde in den Zwanziger Jahren von Furnas aufgestellt
[Fur28, Fur29|. Dieser betrachtete bidisperse Systeme mit stark unterschiedlichen
Partikelgrofien, d.h. d; < ds, sodass die kleineren Partikel miihelos in die Liicken
zwischen den groferen passen. Fiir diese Anordnung sind dann zwei qualitativ

unterschiedliche extreme Auspragungen zu unterscheiden:
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4. Analytisch-empirische Modelle der Raumausfiillung

Abbildung 4.1: Der interpartikuldre Randeffekt (links) sorgt im Vergleich zu den inneren
Poren (schwarz) fiir vergroferten Leerraum (hellgrau) am Rand zu den groferen Partikeln.
Die Keilung (rechts) dréngt das dichte Packungsskelett der groferen Partikel auseinander.

1. Der Volumenanteil v; der kleinen Partikel ist sehr hoch, sodass die Packung als
Matrix der kleinen Partikel betrachtet werden kann, die an einigen diskreten
Positionen mit grofsen Partikeln bestiickt ist (siche Abb. 4.2 a).

2. Der Volumenanteil v, der grofen Partikel ist sehr hoch. Diese bilden dann
eine dichte Packung, in ihren Liicken finden die kleinen Partikel Platz (siehe
Abbildung 4.2 b).

Abbildung 4.2: Das Furnas-Modell. a) Volumenanteil der kleinen Partikel dominiert. b)
Volumenanteil der grofen Partikel dominiert. ¢) Maximale Raumausfiillung.

Das anteilige spezifische Volumen der feineren Fraktion ist fiir den 1. Fall
U1
¢1

Die Partikel der gréberen Fraktion sind dicht von den kleineren umschlossen, sie

‘/;pez,l =

tragen mit ihrem Volumenanteil direkt zum spezifischen Volumen V., bei, welches
dann

U1
‘/spez = ‘/spez,l + vy = ¢_ + V2
1
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4.1. Vorstellung verbreiteter Modelle

ergibt. Die Raumausfiillung betrigt daher

1
(b:”—l—i-v'
1 2

Der 2. Fall gestaltet sich simpler: Die Packung wird durch die grobere Fraktion
bestimmt, die Partikel der kleineren Fraktion sind nur Fiillmaterial fiir die Liicken

und erhdhen nicht das benotigte Containervolumen, welches

vV
b2

bei einem Gesamtkugelvolumen von Vi betragt. Somit gilt fiir die Raumausfiillung

Vo =

in diesem Fall
Vi o
o=r=2.
C V2
Anhand der Gleichungen ist offensichtlich, dass die Raumausfiillung der Mischung in
beiden betrachteten Fallen grofer ist als die Raumausfiillung der jeweils dominieren-

den Komponente.

Es lasst sich sogar ein Maximum fiir gegebene Eigenpackungsdichten ¢; und ¢,
bestimmen: Sei in diesem Fall V* das (unbekannte) (Netto-)Gesamtvolumen der
Partikel beider Komponenten, und v5V*/¢, somit das von einer monodispersen
Packung der groberen Komponente eingenommene Volumen. Fiir eine Mischung mit
maximaler Raumausfiillung muss nun v gerade grof genug sein, sodass die kleineren
Partikel die Liicken zwischen den groferen genau ausfiillen (siche Abbildung 4.2 ¢).
Der Anteil dieser Liicken in einer Packung der groberen Komponente ist die Porositéat
1 — ¢9. Sind sie durch Partikel der feineren Komponente mit ¢; ausgefiillt, ergibt

sich fiir das Volumen der feineren Komponente

vy V*
¢2

Das absolute Volumen V* kiirzt sich heraus und mit v; = 1 — v} folgt

V' = (1= ¢9)0l

U* _ (bl(l - ¢2)
Y (1= o)y

was dann zur (dieses Modell betreffend) maximalen Raumausfiillung

" = 2+ (1 — ¢2)1.
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4. Analytisch-empirische Modelle der Raumausfiillung

fihrt.

Es ist zu beachten, dass das Furnas-Modell einen idealisierten Fall betrachtet, da
etwa der interpartikuldre Randeffekt (siehe Abbildung 4.1) nicht berticksichtigt wird.

4.1.2 Modell von ATm und Goff

Das Modell von Ben Aim und Le Goff [AG68| eignet sich fiir die Mischung zweier
monodisperser oder sehr eng verteilter Komponenten; die Raumausfiillung berechnet

sich aus
b2

v2
¢ = !

v1 dy
1 o2 <1+0’9 dg )

o= <1 +0,9ﬁ) 1.
ds

Es dhnelt damit stark dem Furnas-Modell und kann als dessen Erweiterung auf

_a_

fiir v < 14,

sonst

beliebige Durchmesserverhéltnisse angesehen werden, wahrend das Furnas-Modell auf
bidisperse Packungen mit deutlich unterschiedlichen Kugeldurchmessern beschrankt

ist.

Goltermann et al. stellten fest, dass dieses Modell fiir den Zuschlag im Beton im
Allgemeinen ungeeignet ist |[GJP97|. Jedoch verspricht es den von Andersen und
Johansen [AJ93] zitieren Ergebnissen zufolge fiir bidisperse Systeme mit j—; < 0,22
die besten Resultate, wogegen fiir grofsere Durchmesserverhéltnisse besser das Toufar-
Modell benutzt werden sollte.

4.1.3 Toufar-Modell

Dieses von Toufar, Born und Klose [TBK76, TKB77| aufgestellte Modell basiert auf

der Annahme, dass fiir Packungen zweier Komponenten mit Durchmessern d; und

d; die Partikel der feineren Fraktion nicht in die Liicken zwischen den Partikeln

der groberen Fraktion passen, was die Autoren fiir ein Durchmesserverhéltnis von
d;

0,22 < §¢ < 1 empirisch belegen. Die Raumausfiillung zweier Komponenten mit
J

Indizes ¢ und j berechnet sich aus

1
Vi Yi o (L
o T3 T <¢j 1) kaks

¢ij =
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4.1. Vorstellung verbreiteter Modelle

mit d—d 144
fy=-L—" kszl_l
sowie
v b5
v @i
r=-—"".
1 — ¢,

Das spezifische Volumen als reziproker Wert der Raumausfiillung wird in diesem Mo-
dell somit als Summe der beiden spezifischen Volumina der Komponenten aufgefasst,
wovon aufgrund der Interaktion der Komponenten noch eine weitere Grofe subtra-
hiert wird. In diese Grofe flielkt neben dem relativen Unterschied der Durchmesser
(kq) auch ein empirisch hergeleiteter Term (k) ein, der wiederum vom Verhé&ltnis
der spezifischen Volumina der Komponenten sowie der Porositéit einer Packung der

groferen Partikel abhéngt.
Sind n > 2 Komponenten vorhanden, so werden zunéchst die spezifischen Volumina

1
‘/spez,ij =

aller moglichen Paar-Kombinationen ¢ < j berechnet, um dann mit Hilfe der aus den

Volumenanteilen berechneten Gewichte

V;U; V;;

Vii =
I 1—”(}1' 1—Uj

ein gewichtetes Mittel der spezifischen Volumina
n j—1
‘/spez = 'U'L'j‘/spez,ij
—1

=2 i

zu bestimmen, und damit die Raumausfiillung

4.1.4 Modifiziertes Toufar-Modell

Goltermann et al. [GJP97] geben eine (durch empirische Untersuchungen motivierte)

Modifizierung des k,-Wertes im Toufar-Modell an, ndmlich

~0,3881z
* 00,4753

fiir x < 0,4753.
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4. Analytisch-empirische Modelle der Raumausfiillung

Des Weiteren schlagen die Autoren vor, fiir etwas breiter verteilte Fraktionen als
charakteristischen Durchmesser diejenige Siebgrofe zu wihlen, bei der 36,8 % des
Materials im Sieb zuriickbleibt. Dies ist genau der Lageparameter einer RRSB-
Verteilung (vgl. Kapitel 2.1.1).

4.1.5 Dewar-Modell

0.8
Uy U,
0.7 r=1

o

o
1
o
[}
a

ot
[3;]
L

c 006 D

0.015

void ratio U
o
N

0 T — T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fine fraction n

Abbildung 4.3: Einige theoretische Porenzahl-Diagramme fiir verschiedene Partikelgro-
fenverhéltnisse r = % (aus [Dew99|). Uy und U; entsprechen den Punkten A bzw. F. Auf
der Abszisse ist v; aufgetragen.

Dewar [Dew99] teilt die mogliche Packungsstruktur bidisperser Mischungen in 5 vom
Mischungsverhéltnis abhédngige Klassen ein, die durch eine Menge von 6 Punkten
M = {A, ..., F} abgegrenzt sind. Jeder dieser Punkte markiert einen Ubergang im
stiickweise linearen Porenzahl'-Diagramm, siche Abbildung 4.3. So entspricht ein
Punkt einem gewissen Volumenanteil v; der feinen Fraktion, die Punkte A und F
stehen dabei fiir die Grenzfille v; = 0 bzw. v; = 1. Die Raumausfiillungen der beiden

individuellen Stoffe an jedem Punkt betragen

®2
¢a(z) = N reM

(1 + md—;>

e (1= (1+ 2ga()6

-+ 2(T) )91

T) = xe M\{A F}.
¢1( ) 1_¢2($) ) \{ ) }
IDie Porenzahl U bezeichnet das Verhiltnis von Porenvolumen zu Partikelvolumen und lisst

sich mit ¢ = %ﬂ in die Raumausfiillung iiberfiihren.
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Insbesondere sind fiir die Grenzfille (monodisperse Packungen) ¢;(A) = 0, ¢o(A) =
G2, ¢1(F) = ¢ und ¢o(F) = 0.

Das Dewar-Modell beriicksichtigt einen Abstandsfaktor m, der den durchschnittlichen
Abstand der grofseren Partikel untereinander als Vielfaches des Durchmessers der

kleinen Partikel ausdriickt, siche Tabelle 4.1. Ein weiterer, auf den Leerraum bezogener
Faktor ist i
_1 di\""
Z=k+ (62 =1 kint) () .
dy
die empirisch bestimmten Werte fiir £;,,, und k, sind ebenfalls in Tabelle 4.1 aufgelis-
tet.

Punkt z € M Abstandsfaktor m  k;,; k,

Afwi=0) 0 -
B 0,3 0,12 0,60
C 0,75 0,06 0,65
D 3 0,015 0,8
E 7,5 0 0,9
F (v =1) 00 — —

Tabelle 4.1: Empirisch bestimmte Faktoren im Dewar-Modell.

Bevor die Raumausfiillung fiir ein gegebenes Mischungsverhéltnis ermittelt werden

kann, miissen zunéachst mit

¢1(z) — ¢1(z) 2 ()
¢1() + d2(x) — p1(z)Pa(z)

U1 ({L‘) =

die Anteile der feineren Fraktion (und damit die Mischungsverhéltnisse) fiir die
Punkte x € M bestimmt werden. Die Raumausfiillung fiir einen Punkt x € M

betragt dann
1

. .
d1(z) 1) +1

¢(z) =
o

Schliefslich konnen auch Raumausfiillungen fiir beliebige Mischungsverhéltnisse be-

stimmt werden, indem zwischen den bekannten Punkten interpoliert wird.

4.1.6 Linear Packing Model

Das Linear Packing Model wurde von Stovall et al. [SDLB86| entwickelt, Yu und
Standish verbesserten spéter die Formel zur Berechnung der Interaktion zwischen den
Fraktionen [YS87|. Das Modell basiert auf der Annahme, dass sich das spezifische
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Volumen einer bidispersen Mischung linear mit dem Anteil einer Komponente dndert.
Erhoht sich beispielsweise der Anteil der kleinen Partikel, so steigt auch deren
spezifisches Volumen an, wahrend das spezifische Volumen der grofsen Partikel sinkt.
Fiir die Grenzfille v1 = 0 und v; = 1 betrigt das spezifische Volumen é bzw. %,
dazwischen fillt es linear auf ein Minimum, das dem Maximum der Raumausfiillung

entspricht.

Dieses lineare Verhalten findet sich auch schon in den Modellen von Toufar sowie
Aim und Goff, jedoch sollte das Linear Packing Model nicht als blofte Erweiterung
dieser Idee auf n > 2 Komponenten betrachtet werden, da ebenso zusétzliche
Erkenntnisse zu einer Fallunterscheidung auf Grund des Grofenverhéltnisses d; /d; und
zur Abhéngigkeit der Raumausfiillung von d;/d; aus empirischen Daten eingeflossen

sind.

Fiir Mischungen aus n Komponenten wird jede Komponente abwechselnd als domi-

nierende Fraktion betrachtet, die Raumausfiillung ist durch

_ : T
o= fglgnn{@ }
und
T b
¢i - i—1 b _ n b _
1—j§(1—@)a—j§1<1—@>m
_ o
_ 3 _ D) v
1 ]Z:l (1 ¢ij) Vij

fiir: =1,...,n gegeben, dabei sind

¢i + ¢i(1 — ¢;) (1 — 2,35d;; + 1,35d%,)  fiir dy; < 0,741,

P = & fiir dij > 0,741
o T
1 — 5= firi > j
und
g = 2—5 fiir @ <J
Z firi >3
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4.1.7 Mixture Packing Model

Yu und Standish entwarfen das Mixture Packing Model [YS88]|, als sie erkannten,
dass eine bidisperse Packung entweder aus einer Mischung oder Entmischung der
beiden Komponenten bestehen kann, was von deren Groéfenverhéltnis abhéangt. Fiir
ein kleines Verhaltnis j—; < 0,154 wird solch eine Packung durch einen Entmi-
schungsmechanismus dominiert, fiir grofsere Verhéltnisse durch einen Mischungseffekt.
Entmischung bedeutet in diesem Fall, dass das Packungsskelett der dominierenden
Komponente nicht grundlegend durch die andere Komponente beeinflusst wird; im
Gegensatz dazu wird die Packungsstruktur bei einem Mischungseffekt durch beide
Komponenten kontrolliert. Dieser verlauft zudem nicht linear, sodass die Autoren

eine Alternative zum Linear Packing Model schaffen wollten.

Die Autoren betrachten bei diesem Ansatz das spezifische Volumen V., = oL,
welches fiir zwei geschichtete (d. h. nicht gemischte) Komponenten unter Vernachlés-

sigung von Randeffekten dann

U1 %
‘/s s = — 1+ —
R

betragt. Fiir eine Mischung der beiden Komponenten dndert sich das Volumen

aufgrund der Interaktion der Komponenten zu

U1 U2
‘/spez =—+—+ 012U1U2~

b1 2

Fiir den Koeffizienten geben die Autoren die lineare Gleichung

Cia = Pra + m12(ve — v1)

an. Erweitert auf eine Multikomponentenmischung (mit n Komponenten) ergibt sich

n n—1 n n—1 n
‘/spez = Zl % + Z Z Bijvivj + Z Z ’}/ij’Uin(Uj — ’lji).

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

Zu beachten ist dabei die jeweils nur paarweise modellierte Synergie der Komponenten,

um die Komplexitdat der Berechnung nicht noch zusétzlich zu steigern.

Das Mixture Packing Model basiert auf der vereinfachenden Annahme, dass ¢; = ¢; =
¢p fiir alle Komponenten ¢ und j gilt; es ist somit nur fiir Mischungen aus Materialien
mit dhnlichen Packungseigenschaften geeignet. Die von Durchmesserverhéltnis und

Eigenpackungsdichte abhéngigen Koeffizienten fiir die Interaktion wurden mit der
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Methode der kleinsten Quadrate aus empirischen Ergebnissen bidisperser Packungen

gewonnen [YS91] und betragen

d;
Bij (d_7¢0) = 10,288 - 10~ 1:4566¢0
J

d; di\? i\’ di\*
| =1,0002 +0,1126=" + 58455 [ == ) — 79488 ( =2 ) +3,1222( =%
d; d; d; d;

und

d;
Vig (E’ ¢o> = (—1,3092 + 15,039¢ — 37,453¢; + 40,869¢5 — 17,110¢;)
J

d; di\? di\? di\*
[ =1,0029 + 0,3589— + 10,970 [ =~ | — 22,197 [ =X ) + 12,434 = .
d; d; d; d;

4.1.8 Linear-Mixture Packing Model

Yu und Standish bemerkten, dass einige Aspekte der Packung nur durch lineare
Modelle erfasst werden konnten. Daher kombinierten sie das Linear Packing Model
mit ihrem Mixture Packing Model [YS91]. Auf diese Weise wurde die dominierende
Komponente im Modell durch eine dominierende Mischung ersetzt, die ihrerseits aus
mehreren Komponenten bestehen konnte. Voraussetzung ist wie im Mixture Packing

Model, dass jede Komponente dieselbe Raumausfiillung ¢, besitzt.

Auch in diesem Modell wird das spezifische Volumen Vipe, = ¢! bestimmt, indem

mittels
N

V;T:‘/;mixzvj_i_‘/iﬁll,s_f_‘/;ﬁll,L’ 7::17“'7”
=M
der Beitrag V;™* einer Mischung der Komponente 7 mit anderen Komponenten #hnli-
chen Durchmessers, sowie die Beitrage V;ﬁn’ % und Viﬁu’ " fiir die Fiilleffekte zwischen
dieser Mischung und weiteren Komponenten kleineren bzw. groferen Durchmessers
berechnet werden, wodurch dann mit

V;pez = 112%)7(1{‘/;:@

der grofte Wert iiber alle n Komponenten das spezifische Volumen der Gesamtmi-
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4.1. Vorstellung verbreiteter Modelle

schung festlegt. Dabei sind

N-1 N 4
N > Bu (d—}lﬂ ¢0> VR
mix j h=M I=h+1
i - =+ 2
=M Z N
> v
j=M
N-1 N p
Z Yhi (—};, oo Uhvz(vz - Uh)
. h=M I=h+1

/l].

Y}': N] ) ]:M> an
> Uk
k=M

k  fir dk—l < 0,154d1 < dk
1 fiir 0,154(11 < d

vk fiir dy < 5955 < dips

, k=1i,....n,
d;
dp,
5hl (Ea¢0)

n fir =% > d,
10,288 - 10~ 1:4566¢0 (—1,0002 + 0,1126‘2—7

0,154
2 3 4
=9  +5,8455 (%) — 17,9488 (%) 43,1222 (g_};) ) fiir 9 < 0,741 >

fiir & > 0,741
\ l

dp,
Vhi <E, ¢o)

(

(~1,3002 + 15,0396, — 37,453¢% + 40,8696
2
—17,1106}) (—1,0029 +0,3589% +10,070 (%)

1
3 4
22,197 (%) + 12,434 (%) ) fiir
1 1

fiir 92 > 0,741
\ l

e

< 0,741
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4. Analytisch-empirische Modelle der Raumausfiillung

0 fir M =1
viLs _ )
' STVRR (1~ f(i,5))v;  fiir M > 2
j=1

(1 — gmix) (2 — gmix) (1 ~2,35% + 1.3 (j—)Q)

f(la.]) = 2 2 ’
fir N =n
Vﬁll,L — n . .
i Z (‘/imlx . (Vimlx _ 1) g(l,j)) oF fir N<n-1 ’

J=N+1
. 2
(2 — o) (1 —2,35% 41,35 (j—) )

g9(i,j) = (1 - (3—)2) (1 + (1 — inix) (1 — 2,354 41,35 <3_>2)) ,

mix 1
¢i = |/ mix
Fiir die jeweilige Komponente ¢ bilden die Komponenten M, ... i, ..., N somit die

dominierende Mischung, alle weiteren Komponenten sorgen fiir Fiilleffekte, siche
Abbildung 4.4.

4.1.9 Compressible Packing Model

Ebenfalls auf Grundlage der Idee des Linear Packing Models entwickelte de Larrard
zunéchst das Solid Suspension Model [LS94a] und spéter das Compressible Packing
Model [Lar99|. Dieses unterscheidet zwischen einer virtuellen Raumausfiillung, die
der theoretisch maximal moglichen Packungsdichte entspricht, und der tatséachlichen
Raumausfiillung. Letztere ist nicht zuletzt auch eine Funktion des Packungsvorgangs,
weshalb der Kompaktionsindex K eine zentrale Rolle im Modell spielt. K kann
durch Kalibrierung aus experimentellen Daten gewonnen werden, de Larrard gibt fiir

verschiedene Verdichtungsarten folgende Werte an:
e K = 4,1 fiir Schiitten,
e K =45 fiir Stopfen,
e K =475 fiir Vibration,

e K =9 fiir Vibration mit einem gleichzeitigen Verdichtungsdruck von 10 kPa

und
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4.1. Vorstellung verbreiteter Modelle

Fiilleffekt: Grofe Partikel erhohen die Raum-
ausfiillung, indem sie den Platz belegen, der
sonst von kleineren Partikeln und Leerraum
besetzt werden wiirde.

Fiilleffekt: Kleine Partikel erhdhen die Raum-
ausfiillung durch Fiillen der Liicken zwischen
grofBeren Partikeln.

Mischeffekt: MittelgroBe Partikel erhohen die
Raumausfiillung aufgrund der gegenseitigen
Wechselwirkung.

Abbildung 4.4: Die strukturbestimmenden Misch- und Fiilleffekte einer Kugelpackung
(aus [YZS96]).

e K = 6,7 fiir ein Verdichten in feuchter/nasser Umgebung.

Fiir ein so vorgegebenes K ist die Raumausfiillung implizit durch

1=1

i=1 ¢ v

definiert. Dabei ist (; die virtuelle Packungsdichte einer Komponente ¢ und ~; die
virtuelle Raumausfiillung einer Packung, bei der die Komponente ¢ dominant ist. Fiir

eine monodisperse Packung ist 5; = 77 und die Gleichung (4.1) vereinfacht sich zu

woraus die Umrechnung zwischen virtueller Raumausfiillung und Eigenpackungsdichte

folgt:
1
Bi = <1 + ?) ®i
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4. Analytisch-empirische Modelle der Raumausfiillung

Die Interaktion der unterschiedlichen Komponenten wird in diesem Modell durch ~;

getragen und ist durch

Bi

Vi = P . ~ 1 (4.2)
1-— j; (1 - a,;jﬂ—;> vj — j:zz';d (1 — Bi + bi; B; <1 - B—J)) v;

gegeben, dabei sind a;; und b;; zwei Koeffizienten, die de Larrard mit Hilfe von

Experimenten an bidispersen Packungen bestimmt. Demnach betragt der Koeffizient

fiir den Keileffekt
g\ 102
(-3

und derjenige fiir den interpartikuldre Wandeffekt

di 1,50
by=1—(1-%) .
’ < dj)

De Larrard erlaubt in seinem Modell auch die Beriicksichtigung des Wandeffekts

am Containerrand. Dieser Effekt modifiziert die Raumausfiillung innerhalb eines
d
2
von k3 vorherrscht, wihrend sie im restlichen Container weiterhin 8 betrigt?. Soll

Abstandes von £ von der Containerwand, sodass dort eine mittlere Packungsdichte
diesem Effekt Rechnung getragen werden, so muss in den Gleichungen (4.1) und (4.2)

B; durch «; ersetzt werden, mit

a; = (1 =V,) B + Vpkwfs
= (1= (1 —ku)Vp) Bi.

Dabei ist V, der durch den Wandeffekt beeinflusste Volumenanteil des Containers
und k,, eine Konstante, die von de Larrard fiir runden Zuschlag auf k,, = 0,88 und

fiir gebrochenen Zuschlag auf k£, = 0,73 bestimmt wurde.

Griinewald [Grii04] setzte das Compressible Packing Model zur Vorhersage der Raum-
ausfiillung von faserverstirktem Beton ein. Die beste Ubereinstimmung zwischen
Berechnung und Experiment ergab sich, wenn fiir die Stahlfasern nach einem Ansatz
von Yu et al. [YSM93] ein Kugelpackungsiquivalenzdurchmesser eingesetzt wurde,
also der Durchmesser jener Kugel, die in einer Packung zur gleichen Packungsdichte
fithrt wie die zylinderformige Stahlfaser. Im Mittel ergab sich eine Abweichung von
2-2.4%, wobei das Modell die tatsachliche Raumausfiillung im Bereich hoher Pa-

2Tatséchlich reicht der Einfluss des Wandeffekts noch weiter in das Containerinnere hinein, siehe
Kapitel 9.2.
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4.1. Vorstellung verbreiteter Modelle

ckungsdichten leicht unterschétzte und fiir Mischungen weniger Komponenten (etwa

eine Mortelmischung mit n = 3) tiberschétzte.

Fiir die Berechnung der Raumausfiillung sowohl von Mischungen aus Zement, Kalk-
steinmehl, Sand und Kies als auch von Stahlkugelpackungen modifizierten Jones
et al. [JZNO2] den Kompaktionsindex K und wéahlten ihn deutlich hoher als in den
Versuchen von de Larrard. Hier ergab sich fiir K = 12,5 die beste Anpassung an die

experimentellen Ergebnisse.

4.1.10 Modell von Schwanda/Reschke

In seiner Arbeit tiber die Feinstoffgranulometrie im Beton wihlte Reschke [Res01] das
Modell von Schwanda [Sch56, Sch59], um die Packungsdichte von Partikelmischungen
zu berechnen. Dieses benotigt die Hohlraumanteile k; der Komponenten, die sich
mittels

&zl_ﬁ,i:L“wn

i

aus den Eigenpackungsdichten berechnen lassen. Der Hohlraumanteil ist somit eine

andere Bezeichnung der von Dewar verwendeten Porenzahl U, vgl. die Fuknote auf
Seite 44. Reschke ging vom theoretischen Kugelmodell mit Eigenpackungsdichte
¢ = 62,5% aus und setzte zunichst kg = k; = 0,6 fiir alle 1 <7 < n fest, was sich

durch Wahl enger Kornklassen als Komponenten rechtfertigen lésst.

Im Modell werden nun sémtliche Komponenten miteinander kombiniert, sodass jede
Komponente einmal als Grundkorn fungiert, also die Packungsstruktur dominiert.

Die Raumausfiillung der Gesamtmischung liefert

1
1+ max h;

1<i<n

¢
mit .
hi:ki—Zai,jmj, z:l,,n
j=1
Der Faktor a; ; stellt den Beitrag der Teilchenbehinderung dar, wenn die Komponente
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4. Analytisch-empirische Modelle der Raumausfiillung

j als Beikorn zu einer dichten Packung der Komponente i zugefiihrt wird. Er betragt

¢

]{?0 +1 flir Wi, j < —Wo,
—kfu—tlwi,j fir — Wo < Wi 5 < O,
i =N &
w—%wiyj fiir 0 < W5 < Wo,
ko flir Wi, j > Wo
\
mit
w; ; = log ﬁ,
d;

dabei ist wy die Reichweite der Teilchenbehinderung. Diese beeinflusst bidisperse
Mischungen, bei denen der Durchmesser der feinen Partikel das 0,315-fache des
Durchmessers der groben Partikel iiberschreitet, somit ergibt sich die Reichweite
wp = log 1/0,315 ~ 0,502.

Vergleiche mit experimentell bestimmten Packungsdichten zeigten Reschke, dass die
Unterstellung eines pauschalen Hohlraumanteils k£ zu Diskrepanzen fiihrt, wenn sehr
feine Stoffe beteiligt sind und somit starke interpartikuldre Krifte wirken, oder die
tatséchliche Partikelform stark von der Kugelform abweicht. Daher modifizierte er
das Modell von Schwanda, indem er zunéchst den Kornformfaktor o bestimmte und
mit

ko =ko-a=06-a

einen mit «a korrigierten Hohlraumanteil k, ansetzte. Fiir alle Komponenten wird
die gleiche Kornform angenommen, daher ergibt sich der korrigierte Hohlraumgehalt

jeder Komponente zu

Der durch interpartikulire Kréfte verursachte Hohlraumzuwachs Aer in einer Frakti-

on mit Durchmesser d; betréagt

0,35
—dS

Aep(d;) = (1 —€,)e

und wird mittels

€; = €q + Aep(d;)

eingebracht. Daraus ergibt sich schliefslich

E.
by = —

_1—61"
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4.2. Vergleich der Modelle

Spater wurde das Modell von Geisenhansliike untersucht und implementiert [SG05],
um die Packungsdichten ultrahochfester Betone zu berechnen. Eine weitere An-
wendung erfahrt dieses Modell in einem Expertensystem der Forschungsvereini-
gung Kalk-Sand e.V. [EGST08], um die maximale Packungsdichte von Kalk-Sand-
Rohmassen zu berechnen. Dort gelang eine enorme Reduzierung des experimentellen
Aufwands, indem der Parameter £ fiir alle Komponenten identisch gewéhlt wurde,
nadmlich k£ := 0,82. Als Raumausfiillung samtlicher n Komponenten wird damit
¢; ~ 54,95%, 1 = 1,...,n unterstellt. Diese Pauschalisierung wiirde in den meisten
Féllen zu groferen Fehlern fiihren; fiir diese spezielle Anwendung hat sie jedoch keine
negativen Auswirkungen, weil die im Modell zu beriicksichtigenden Stoffe allesamt
Sande mit d&hnlichen Packungseigenschaften sind. Anzumerken ist auferdem, dass
die Kalkkomponente in das Packungsmodell nicht explizit miteinbezogen wird, da
festgestellt wurde, dass der Kalkanteil — im Rahmen der geeigneten Rezepturen
— lediglich additiv auf die Raumausfillung der Mischung wirkt und somit keinen

Einfluk auf die Sandzusammensetzung bei maximaler Packungsdichte hat.

4.2 Vergleich der Modelle

Die Modelle von Aim/Goff und Toufar werden von Reschke [Res01] zu einem Vergleich
mit dem Modell von Schwanda herangezogen. Die untersuchte Mischung besteht aus
20 Vol.-% Zement und 80 Vol.-% Zuschlag, letzterer wurde in seiner Zusammensetzung
variiert. Uber alle 84 Varianten zeigt sich zwar ein linearer Zusammenhang unter den
Modellen, die Raumausfiillungen der Modelle von Aim/Goff und Toufar liegen jedoch
meist ca. 7 Prozentpunkte iiber der durch das Modell von Schwanda berechneten

Packungsdichte.

Dewar [Dew99| fiihrt zur Untersuchung der Tauglichkeit seines Modells Vergleiche
mit experimentellen Ergebnissen sowie weiteren Packmodellen durch, dazu wer-
den die Raumausfiillungen bidisperser Mischungen mit einem Groéftenverhéltnis
r = dy/dy, di < dy bestimmt. Demnach liefert das Aim/Goff-Modell nur fiir grofe
Anteile der feinen Komponente passable Resultate, fiir andere Mischungsverhéltnisse
liegt die Raumaustfiillung zu hoch und der dem Optimum der dichtesten zufalligen
Packung entsprechende Feinanteil wird unterschétzt. Das von Goltermann et al. mo-
difizierte Toufar-Modell hingegen stimmt in einem mittleren Bereich fiir  gut mit den
experimentellen Daten iiberein, {iberschétzt die Raumausfiillung jedoch fiir r > 0,2,
wihrend es sie fiir starke Grofenunterschiede zwischen den Komponenten (etwa

r < 0,02) unterschiitzt. De Larrards Solid Suspension Model kann eine gute Uber-
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4. Analytisch-empirische Modelle der Raumausfiillung

einstimmung mit den Ergebnissen dicht gepackter Partikel vorweisen, liefert jedoch
grofsere Abweichungen fiir die Raumausfiillung bei niedrigerem Verdichtungsdruck.

Dewars eigenes Modell schneidet bei allen gezeigten Vergleichen gut ab.

Die gute Vorhersagequalitit des Dewar-Modells zeigt sich ebenfalls in den verglei-
chende Untersuchungen verschiedener Packmodelle, die Jones et al. [JZN02| sowohl
fiir Mischungen aus zwei als auch aus drei Komponenten durchfiihrten. Die Autoren
klassifizieren die Fignung des Modells von Dewar, des modifizierten Modells von
Toufar, des Linear Packing Models und des Compressible Packing Models fiir unter-
schiedliche Grofenverhéltnisse . Demnach liefern alle vier Modelle zufriedenstellende
Ergebnisse im Bereich r» > 0,4. Werden die Gréfsenunterschiede der beiden Kompo-
nenten einer bidispersen Mischung jedoch starker, scheinen das modifizierte Modell
von Toufar sowie das Linear Packing Model und das Compressible Packing Model
weniger geeignet zu sein. Auch fiir eine Zuschlagsmischung dreier Komponenten
liefert das Modell von Dewar die beste Ubereinstimmung mit den experimentellen
Daten, sowohl fiir die Raumausfiillung, als auch fiir die optimale Zusammensetzung
der Mischung aus den Komponenten. Lediglich fiir eine Mischung aus Stahlkugeln
dreier Durchmesser erzielt das Dewar-Modell eine starke Abweichung vom Optimum

der Mischungsanteile.

Insgesamt zeigt sich, dass den neueren Modellen wie dem Linear Mixture Packing
Model, dem Compressible Packing Model sowie dem Modell von Dewar qualitativ
gute Ergebnisse zugesprochen werden konnen. Sie basieren wie die anderen Modelle
auch auf den Zusammenhéngen zwischen Anteilen, Grofsenverhéltnissen und Ge-
fiigestrukturen bidisperser Packungen. Durch eine Vielzahl enthaltener, empirisch
bestimmter Parameter schneiden sie im Vergleich jedoch besser ab als die simpleren
Modelle, beispielsweise von Toufar oder Furnas. Diese Parameter stellen sich zugleich
aber auch als Nachteil der komplexeren Modelle heraus, da sie unter bestimmten
experimentellen Voraussetzungen gewonnen wurden und so die Allgemeingiiltigkeit
der Modelle teilweise einschrianken. Auferdem nimmt mit zunehmender Komplexitéat
auch die labortechnische Arbeit zu, um die Daten fiir eine Parameteranpassung zu ge-
winnen. Hierdurch wird der zeitliche Aufwand (und damit ein wichtiger Kostenfaktor)
fiir den Einsatz analytisch-empirischer Modelle zusétzlich erhoht, welcher ohnehin
schon durch die notwendige Bestimmung der Korngréfsen und Eigenpackungsdichten

aller Mischungskomponenten eine nicht zu vernachléssigende Grofe darstellt.

Eine Alternative bietet das Modell von Schwanda. Hier wird der Hohlraumanteil —
und damit die Eigenpackungsdichten — jeder Komponente mit einem theoretischen

Wert festgesetzt, die in der Praxis aufwéandige Bestimmung von Einzelwerten ent-
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4.2. Vergleich der Modelle

fallt. Reschke zeigte jedoch, dass dies insbesondere fiir Feinstoffe zu Abweichungen
mit experimentell bestimmten Vergleichsdaten fithren kann. Seine Erweiterung des
Schwanda-Modells um die Beriicksichtigung der Partikelform und -oberfliche mittels
eines Kornformfaktors ist vielversprechend. Hier sollte allerdings besser keine Pau-
schalisierung erfolgen, sondern der Formfaktor jeder Klasse individuell eingebracht
werden. Da jedoch bei entsprechend engen Kornklassen der experimentelle Aufwand
enorm ansteigen wiirde, konnte als Kompromiss die Bestimmung des Formfaktors
zumindest fiir jedes Material unabhéngig von dessen Kornklassen vorgenommen

werden.
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Kapitel 5

Hierarchisches, simulationsgestiitztes
Modell zur Bestimmung der

Raumausfillung

Die in Kapitel 4 aufgelisteten Verfahren bendtigen allesamt empirische Daten als
Eingangsgrofsen des jeweils zugrundeliegenden Modells, was einen enormen Aufwand
insbesondere bei einer hohen Anzahl von Komponenten bedeuten kann. In diesem
Kapitel soll zur Entlastung der experimentellen Arbeiten ein anderer Ansatz prasen-
tiert werden: Die Substitution der experimentellen Bestimmung der Raumausfiillung
durch Simulation. Zweifellos konnen bereits die bekannten analytisch-empirischen
Modelle ohne Anderung direkt mit einer Simulation gekoppelt werden, welche die
Werte der ¢; liefert. Die hier erarbeitete neue Methode profitiert jedoch zuséatzlich
von der Tatsache, dass eine Korngréfenverteilung am Rechner in frei vorgegebe-
ne, exakt begrenzte Intervalle eingeteilt werden kann. Dies erlaubt die Simulation
wohldefinierter Fraktionen, die mit zunehmendem Durchmesser enger und damit
in kritischen Bereichen genauer werden, da sich gerade die Anteile des Groftkorns
stark auf die Raumausfiillung auswirken. Auferdem kann das Modell relativ simpel
gehalten werden, weil keine empirischen Konstanten zur Modellierung der Interaktion
verschiedener Partikelgréften einflieffen miissen; diese Interaktion wird bereits in der
Simulation beriicksichtigt. Wie sich zeigt, verlagert sich das Augenmerk stattdessen

auf die ,richtige* Einteilung und Zusammensetzung der zu simulierenden Samples.

In den folgenden Abschnitten wird keine spezifische Annahme {iber die vom hierar-
chische Modell benutzte Simulation gemacht, tatséchlich ist dieses Modell an keine

bestimmte Methode fiir die Packungssimulation der einzelnen Fraktionen gebunden.
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5. Hierarchisches, simulationsgestiitztes Modell zur Bestimmung der Raumausfiillung

Wie spéter zu sehen sein wird, kann jedoch von gewissen Eigenschaften der Simulation
profitiert werden, etwa wenn die Simulation vorzeitig abgebrochen werden kann, um

einen noch nicht sehr dichten, aber dennoch validen Packungszustand zu erlangen.

Aus der in Kapitel 2.1.2 beschriebenen Problematik bei der repréasentativen Umset-
zung stark polydisperser Mischungen auf dem Rechner folgt, dass in einem Sample
der Packungssimulation enorm viele Partikel aus der Gesamtmischung vorhanden
sein miissten, um auch nur einen einzigen Partikel aus einem kleinen, aber fiir
die Packungsstruktur wichtigen Intervall entsprechend seiner realen Haufigkeit zu
berticksichtigen. Anhand des dort aufgefiihrten Beispiels wird deutlich, dass die
Reprisentativitdt eines Samples in der Simulation nur fiir eng fraktionierte Korngro-

fsenbereiche gewahrleistet werden kann.

X B
A7

Abbildung 5.1: Unterschiedlichen Detailstufen einer Packung.

Das hier prasentierte Modell zeichnet sich durch eine Hierarchisierung der Fraktionen
aus, die durch die Betrachtung unterschiedlicher Detailstufen einer Packung motiviert
ist. Abbildung 5.1 verdeutlicht dies, dabei lasst sich jede Detailstufe einer Fraktion
zuordnen: In Detailstufe a) ist die Fraktion der grofsten Partikel als diskrete Packung
zu erkennen, wiahrend die in der Hierarchie darunterliegenden feineren Fraktionen
nur als ,graue Masse zu erkennen sind. Dieses Kontinuum wird in Detailstufe b)
aufgelost in diskrete Partikel der mittleren Fraktion und wiederum ein Kontinuum
der feinsten Fraktion. In Detailstufe c) sind schliefslich auch die kleinsten Partikel

individuell erkennbar.

In jeder Detailstufe sind zudem einzelne Partikel aus allen in der Hierarchie hoher-
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liegenden Fraktionen zu sehen, z. B. Partikel C in Stufe b) und c). Diese wirken
als interpartikuldrer Rand (vgl. Abbildung 4.1) auf die Partikel der betrachteten
Fraktion.

Die Hierarchie der Fraktionen fiihrt auf eine rekursive Berechnung im Modell: Seien die
n Fraktionen nach aufsteigender Partikelgrofie sortiert und mit Fi, ..., F}, bezeichnet.
Dabei représentiert F; eine Mischung der Partikel mit Durchmessern aus [dg)in, dﬁ@x] .
Die Raumausfiillung der Gesamtpackung der Fraktionen Fi, ..., F, kann berechnet
werden, wenn die Raumausfiillung der Fraktion F}, per Simulation bestimmt wird und
die Raumausfiillung der Mischung der Fraktionen Fi, ..., Fj,_; bekannt ist. Letztere
lésst sich wiederum aus der Raumausfillung fiir Fi,..., F;,_s und der simulierten
Raumausfiillung fiir F),_; berechnen; diese Rekursion setzt sich bis zur Fraktion
Fy der kleinsten Partikel fort. Die Interaktion (interpartikuldrer Randeffekt) mit
Partikeln hoherer Fraktionen fliefst in das Modell mit ein, indem in der Simulation
der Fraktion F;, i < n, neben einem Sample von Partikeln aus F; ebenfalls ein
Sample von Randpartikeln aus U;l:z 41 Fj beriicksichtigt wird. Fiir Letzteres kann
die Anforderung der Représentativitiat sogar abgeschwécht werden: Je stéarker der
Unterschied zwischen den Durchmessern d; der Partikel aus F; und der Korngrofe d,;
cines Randpartikels ist, desto weniger Einfluss hat der exakte Durchmesser d; auf
den durch den Randeffekt entstehenden Leerraum; fiir d; > d; kann die Kriimmung
des grofsen Partikels in der Néhe der kleinen Partikel durch eine Gerade approximiert

werden.

Der von der Packung einer einzelnen Fraktion F; eingenommene Raum soll als

Volumen eines die Packung umschliefsenden Containers aufgefasst werden und betragt
C(F) = V(F) + L(F),
wobei V(F;) das (Netto-)Volumen der Partikel dieser Fraktion sein soll. L(F;) be-

zeichnet das zwischen den Partikeln vorhandene Leervolumen, also den Porenraum.

Sukzessives Hinzufligen der Fraktionen (in der Reihenfolge der aufsteigenden Durch-
messer) zu einer Mischung fithrt zu zwei unterschiedlichen potenziellen Strukturen
(Abbildung 5.2), die den benétigten Raum C'(Fy, .. ., F;) einer gemeinsamen Packung

der Fraktionen Fi, ..., F; bestimmen:

e Die Partikel der zuletzt hinzugefiigten Fraktion F; bilden ein dichtes Packungs-
skelett, in dessen Liicken die Partikel aller vorherigen Fraktionen Platz finden

(Abbildung 5.2 links), oder

e die Partikel der vorherigen Fraktionen Fi,..., F;_; beanspruchen mehr Platz
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Abbildung 5.2: Links: Die Kugeln der Fraktion F; dominieren die Packung und bestimmen
den benétigten Platz C'(F1,. .., F;). Rechts: Die Kugeln der Fraktion F; werden durch die
Kugeln der Fraktionen Fi, ..., F;_; auseinandergedriickt.

als das Leervolumen L(F;) bietet und driangen daher das Packungsskelett von
F; auseinander. Die Partikel aus F; ,schwimmen in der Matrix der vorherigen
Fraktionen (Abbildung 5.2 rechts).

Damit greift das hierarchische Modell die Uberlegungen von Furnas auf (vgl. Ab-
schnitt 4.1.1). Diese moglichen Varianten fithren auf die Fallunterscheidung

C(F) fiir C(F, ..
C(F177E—1)+V(E) fiir C(Fl,

) E—l) L(E)

, Fiq) > L(F)

IN

C(Fl,...,ﬂ) -

fir i = 2,...,n. So lésst sich rekursiv das bendétigte Volumen C(Fi, ..., F,) der

Gesamtpackung und damit die Raumausfiillung

V(F,...,F) EV@)

¢:mewmzc . Fy) (52)

[y

=

bestimmen.

Noch einmal zu betonen ist die Tatsache, dass bei diesem Ansatz im Gegensatz zu
den meisten in Kapitel 4 vorgestellten Modellen keine empirisch zu bestimmenden
Parameter erforderlich sind, da die von der Eigenpackungsdichte abhéngigen Werte
C(F;) und L(F;) ausschlieRlich durch die Simulation ermittelt werden.
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5.1. Interaktion zwischen den Fraktionen

5.1 Interaktion zwischen den Fraktionen

Die Simplizitdt des Furnas-Modells birgt den Nachteil, die Interaktionseffekte an den
Fraktionsgrenzen zu vernachlassigen. Darum werden diese im hierarchischen Modell

wieder eingefiihrt.

5.1.1 Wandeffekt

Bislang schliefst dieses Modell keinen Wandeffekt mit ein, der durch die grofien
Partikel auf die kleineren wirkt. Um ihn zu beriicksichtigen, muss die Bestimmung
von C(F;) modifiziert werden, indem die Packung um Partikel aus den Fraktionen

Fiiq, ..., F, erweitert wird. Dann liefert

C*(E) . C(Fz, ey Fn) — V(Fi—l-l; e 7Fn)
V(Fi,....,F) 4+ L(F;,...,F,) = V(Fy1, ..., F,)
v

(£3) + L(F, ..., Fy)

das benotigte Volumen der Fraktion F; unter Beriicksichtigung des Wandeffekts, der

hier durch das verénderte Leervolumen reprisentiert wird; i. A. ist L(Fj, ..., Fy,) >
L(F;).
Eine geringe Raumausfiillung der Fraktionen Fj,4,..., F, untereinander vergrofert

somit C*(F;). Dieses mag auf den ersten Blick verwundern, doch muss C*(F;) nicht
nur als Eigenschaft der Fraktion Fj betrachtet werden, sondern als Teil des Ausdrucks

V(F;)/C*(F;), der die Raumausfiillung der Fraktion F; im fiir sie vorgesehenen Zwi-

ckelvolumen L(Fj,1, ..., F,) beschreibt. Ein grofen Porenvolumen in einer Packung
der Fraktionen Fj,q,..., F, ist somit nur dann auch ein Defizit, wenn die Fraktionen
Fi, ..., F; diese Poren nicht auszufiillen vermogen.

In der praktischen Anwendung des Modells kann ein Sample aus aktiven Kugeln
der Fraktion F; und Wandkugeln der Fraktionen Fj.q,..., F, erzeugt werden, die
genaue Zusammenstellung wird in Abschnitt 5.2 beschrieben. Die Packungssimulation
dieses Samples liefert dann C'(F}, ..., F,,), wovon noch das Volumen der Wandkugeln
subtrahiert werden muss, um C*(F;) zu erhalten. Dieses ersetzt schlieflich C'(F;) in
Gleichung (5.1).
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5.1.2 Keilung

Neben dem interpartikuldren Wandeftekt wird durch die zusétzliche Inkludierung
von Kugeln héherer Fraktionen ebenfalls die Keilung (vgl. Abschnitt 4.1 und Abbil-

dung 4.1) beriicksichtigt, wenn auch indirekt: Angenommen, die (gréferen) Kugeln

einer Fraktion Fj bilden eine dichte Packung, zu der dann die Fraktionen Fi, ..., F;_;
hinzugefiigt werden. So dréngen nun die (kleineren) Kugeln aus Fi, ..., F;_; diese
dichte Anordnung nur auseinander, wenn sie mehr Volumen C(Fi, ..., Fj_1) be-

notigen als Platz in den Liicken des Packungsskeletts geboten wird. Dabei hangt
C(Fh,...,Fj_1) von den Leervolumina ab, die zuvor in den sukzessiven Packungen
dieser Fraktionen entstanden sind. Dort waren Partikel der Fraktion F}; als Wand-
kugeln vorhanden, und — falls sie aufgrund der Anteilsverhéltnisse dort ebenso ein
dichtes Packungsskelett bildeten — evtl. dem Keileffekt unterworfen.

So erhthen (als Resultat der Interaktion mit den Wandkugeln) sowohl der Wand-
als auch der Keileffekt das Leervolumen bzw. den benétigten Raum einer Fraktion
F;. Diese Information wird tiber die C(Fy, ..., F;, ..., Fy) mit i < k < n weitergetra-
gen bis hin zum finalen C(Fy,..., F,), was mit Gleichung 5.2 die Raumausfiillung

bestimmt.

5.2 Einteilung der Fraktionen und Samples

Dieser Abschnitt erlautert das Vorgehen zur Festlegung der — fiir das hierarchische
Modell essenziellen — Fraktionen. Deren exakte Umfiange im Korngrofenspektrum
und ihre gegenseitigen Abgrenzungen untereinander lassen sich nicht direkt vorgeben,
sondern werden aus den Modellparametern berechnet. Es zeigt sich, dass ein Sample
(aufser in der letzten Fraktion) immer aus zwei Komponenten besteht, um sowohl
aktive Kugeln der zugehorigen Fraktion als auch Wandkugeln aus weiteren Fraktionen

zu enthalten.

Im Folgenden sei die KGV durch die Verteilungssummenfunktion Qq(z) bestimmt.
Der Anteil der Partikel aus der Fraktion F; an der Gesamtsumme aller Partikel sei

ho(F;), und unter Benutzung von Definition 2.1.0.3 damit durch
ho(E) += ho(dpiy, i) = Qo(dffh) — Qoldpy,)

gegeben. Unter der Annahme, dass die Packungssimulation Kugeln als Modelle der

Partikel verwendet, seien k; aktive Kugeln mit Radien 7, ..., 7, aus der Fraktion F;
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5.2. Einteilung der Fraktionen und Samples

im Sample S; enthalten, deren Gesamtvolumen mit

k;
Vot (Si) = Z
j=1

QO W~

) (5.3)

bezeichnet werden soll. Ferner besteht jedes Sample S; mit ¢ < n aus weiteren K;

Wandkugeln aus Fiq, ..., F, mit Radien Ry, ..., Rk, und Gesamtvolumen
Ki
Vivand (S7) = Y ST (5.4)
j=1

Die Samplegrofe s; = k; + K; bestimmt mafgeblich die Laufzeit der Simulation
und sollte daher als Modellparameter frei wéhlbar sein. Meist ist es wiinschenswert,
durch Festlegung einer konstanten Samplegrofse s = s;,1 <17 < n, eine gleichartige
Performanz in den Simulationen der Samples Si, ..., S, zu erzielen. Im vorgeschla-
genen hierarchischen Modell gilt k; = k' V1 < n und K; = K Vi < n sowie im
letzten Sample k,, = s und K,, = 0. Der Anteil der aktiven Kugeln (in den Samples
S1y .y Sn_1) sei

k
a=_.
An dieser Stelle muss noch einmal der Kontext zwischen Fraktionen und Samples
betont werden: Eine typische (und durchaus valide) Vorgehensweise kénnte darin
bestehen, von vornherein die Fraktionsgrenzen festzulegen, um anschlieffend zu jeder
Fraktion ein Sample zu erzeugen. Im hier prasentierten Modell der hierarchischen
Fraktionierung wird ein umgekehrter Weg beschritten: Aus den Modellparametern
werden Fraktionsgrenzen ermittelt, und ein Sample wird immer fiir ein Intervall
ab dem einem Fraktionsbeginn zugeordneten Durchmesser bis zum Groftkorn der
gesamten Mischung erzeugt, sodass das Samples einerseits eine Fraktion représentiert,

andererseits aber auch Wandkugeln weiterer Fraktionen umfasst.
Abbildung 5.3 skizziert die Einteilung der Kugeln fiir die Fraktionen.

Die Auswahl der Kugeldurchmesser fiir S; gestaltet sich simpel: Mittels eines Samp-
lingverfahren werden s Durchmesser aus der gesamten Korngrofenverteilung (KGV)
der Mischung erzeugt. Kapitel 6.1 beschreibt hierfiir geeignete Methoden, die die
Représentativitdt des Samples iiber das komplette Korngrofenintervall gewahrleisten
konnen. Von den so bestimmten Durchmessern werden die kleineren a - s den aktiven
Kugeln und die groferen (1 — a) - s den Wandkugeln zugewiesen. Die gemeinsame

Erzeugung der Durchmesser ist wichtig, um die korrekten Anteile beider Kugeltypen
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Abbildung 5.3: Einteilung der Kugeln fiir n Fraktionen.

innerhalb des Samples zu garantieren.

Die Durchmesser eines Samples S; mit 1 < ¢ < n werden nur aus einem mit der

Fraktion F; beginnenden Teilbereich der KGV erzeugt, namlich aus dem Intervall

(@5 (1), Q5 (1)] mit
pr=0 und pi=piytall=piy) (55)

Die aktiven Kugeln umfassen darin den Bereich [Qa Y(pi), Qo 1(pi+1)] fiir i < n bzw.
[Qa Ypn), Qo 1(1)] fiir das letzte Sample; Abbildung 5.4 zeigt ein Beispiel fiir n = 3

Fraktionen.

Partikel mit Durchmesser d < Q" (p;) werden schon in vorherigen Samples S; mit

j <t durch aktive Kugeln abgebildet.

Vergleicht man die Mischung, deren Raumausfiillung bestimmt werden soll, mit den
in einer Simulation realisierbaren Kugelanzahlen, so ist schnell klar, dass Vi (.S;) #
V(F;). Trotzdessen kéonnen die auf F; bezogenen Werte in Formel (5.1) durch die
jeweiligen simulativ fiir die Samples S; ermittelten Entsprechungen ersetzt werden,
wenn sich die Verhaltnisse zwischen den Fraktionen untereinander fir die F; und
die korrespondierenden S; gleichen, denn die Raumausfiillung einer Mischung ist

(innerhalb gewisser Grenzen) unabhéngig von deren Umfang, sofern die KGV nicht

66



5.2. Einteilung der Fraktionen und Samples

Fraktion F) Fraktion F, Fraktion F;
A Q A Q, A Q
p3 pii
by =a Dy
p=0 . > \—YJ > . >
aktive aktive aktive
Kugeln Wandkugeln Kugeln Wandkugeln Kugeln

Abbildung 5.4: Die Samplingintervalle bei n = 3 Fraktionen. Das Verhéltnis aus aktiven
Kugeln zu Wandkugeln ist fiir F; und Fy gleich.

verdndert wird. So geniigt fiir die Verwendung der Samples die Forderung
Vaxt (S3) V(F)

n = , 1<i<n (5.6)
; Vit (55) ; V(E})

Anhand Formel (5.5) und der angegebenen Intervalle wird jedoch deutlich, dass die
Fraktionen mit aufsteigender Nummerierung einen immer geringeren Anteil an der
Gesamtmischung ausmachen, der Aufwand aber mit k = a-s aktiven Kugeln im
Sample konstant bleibt bzw. in der letzten Fraktion sogar k,, = s betragt. Die Anzahl
der Stichproben pro Fraktion ist somit nicht proportional zum Anteil der Fraktion

an der Mischung, die vorgegebene KGV kann nicht realisiert werden.

Um dies zu vermeiden, muss die Gewichtung der Samples bzw. Fraktionen ange-
passt werden. Das Gewicht w; eines Samples S; soll der Anteil sein, den S; an der
Gesamtmischung représentiert, also der Anteil des Intervalls [Qg" (p;), Q¢ (1)]. Mit
Gleichung 5.5 ist

wi=1—-p;=(1-a)" 1<i<n. (5.7)

Im Modell aus Gleichung (5.1) werden nun die Gréken V(F;), L(F;) und C*(F;)

durch die aus S; geschitzten Grofsen ersetzt:

V(F;) = w;Vake (Si),
L(Fy) = w;(C*(S;) — Vaxe (S:) — Vavana(Si)) (5.8)
sowie C*(F;) = w;(C*(S;) — Vivana(S:)) = V(F}) + L(F;),

wobei C*(S;) das benétigte Volumen des Samples S; ist. Seine Ermittlung erfordert

das Ausfiihren der Packungssimulation, was den Hauptaufwand im gesamten Modell
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verursacht.

Wie zuvor gilt

C*(E) fur O(Fl, e ,E_l) S L(E),
C(F,...,F) = (5.9)
C(Fl,,E,1)+V(E) fir C(F1,7E,1) >L(E)
V(R
_ i=1
und ¢_C(F1a7Fn)

Sollte statt C*(S;) nur die Raumausfiillung ¢(.S;) als Simulationsergebnis zur Verfi-

gung stehen, so kann das benétigte Volumen mittels

Vakt (S:) + Vivana (Si)

T

(5.10)

berechnet werden.

Die Einteilung der Fraktionen legt ihren Schwerpunkt auf eine gute Reprasentation
einer Fraktion durch ihre aktiven Kugeln, wihrend die Wandkugeln in der Regel einen
enormen Bereich der Korngrofenverteilung umfassen miissen, der mit realisierbaren
Samplegrofen keine feine Granularitédt der Durchmessern zuldsst. Jede einzelne
Wandkugel steht daher fiir einen teilweise betréchtlichen Ausschnitt der tatséchlichen
Partikel aus grofseren Fraktionen, fiir die Interaktion der Fraktionen geniigt dies
jedoch, um Wandeffekt und Keilung approximiert im Modell zu beriicksichtigen, wie

die empirischen Ergebnisse in den Abschnitten 5.5 bis 5.7 zeigen.

5.3 Abkiirzung des Simulationsvorgangs

Gewisse Konstellationen im hierarchischen Packungsmodell kénnen ausgenutzt wer-
den, um den vom Packungsprozess einer Fraktion verursachten Aufwand zur Ermitt-
lung von C*(S;) (abhéngig vom Typ der verwendeten Simulation) zu reduzieren oder

(unabhéngig von der Simulation) sogar zu vermeiden.

5.3.1 Vorzeitiger Simulationsabbruch

Die Gelegenheit zum vorzeitigen Abbruch des Simulationsvorgangs ergibt sich nur
bei Verwendung von Packungsalgorithmen, die bereits wahrend der Erzeugung der

dichten Packung eine untere Abschéatzung der Raumausfiilllung und damit auch eine
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5.3. Abkiirzung des Simulationsvorgangs

obere Abschéitzung des bendtigten Containervolumens erlauben. Dies ist etwa bei

einigen Varianten des Collective Rearrangement (sieche Kapitel 6.3.2) der Fall.

Sei ét(Si) das wahrend der Simulation zum Zeitpunkt ¢ > 0 bekannte obere Limit
des benotigten Volumens C*(.S;) eines Samples S;. Mit Gleichung (5.8) und Vi (.S;)
sowie Vivana(Si) aus den Gleichungen (5.3) bzw. (5.4) ergibt dann

Li(F;) = wi(C(S;) — Vare(S5) — Vawana(S:)), t >0

die zum Zeitpunkt ¢ aktuelle Obergrenze des Leervolumens der Packung. Sollte es
nun ein ¢ geben, sodass in der Rekursion (Gleichung (5.9)) der Fall C(Fy, ..., Fi_1) >
L,(F}) eintritt, dann kann die Packungssimulation des Samples S; zu diesem Zeit-
punkt abgebrochen werden, da das tatséchliche Resultat der Simulation C*(F;) nicht
in der Berechnung benétigt wird. Es steht dann bereits vor Simulationsende fest,
dass das Leervolumen dieser Fraktion F; zu klein sein wird, um die vorherigen
Fraktionen Fi,..., F;_; zu beherbergen. Werden die Samples der Fraktionen sequen-
tiell mit aufsteigender Fraktionsnummer simuliert, so ist der Wert C'(Fy, ..., F;_1)
zu Beginn der Simulation von S; bekannt und kann als Abbruchkriterium in den

Simulationsalgorithmus einfliefsen.

5.3.2 Praemptive Fraktionsberechnung

Die im vorhergehenden Absatz beschriebene Situation bietet dariiberhinaus die
Moglichkeit, die Simulation einer Fraktion praemptiv auszusetzen. Wenn namlich fiir
ein Sample S; einer gegebenen Fraktion F; schon vor Durchfithrung der Simulation
klar ist, dass die Raumausfiillung von .S; mindestens (5 betrdgt, dann kann auch
ohne explizite Kenntnis des maximal benétigten Volumens C/(S;) mit Hilfe von

Gleichung (5.10) durch die Umformungen

L(F) = wi(C(S;) — Vit (Si) — Vavana(Si))

w, (Vakt(si) +~VWand(Si) — Ve (Si) — VWand<Si>)

= %wi(vakt(&) + VWand(‘Si))

das maximal mdgliche Leervolumen einer Packung dieses Samples bestimmt werden.
Fiir den Fall C(Fy,. .., F;_1) > L(F,) kann dann von einer Simulation des Samples

S; abgesehen werden.
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Die praemptive Berechnung ist — im Gegensatz zum vorzeitigen Simulationsabbruch
— unabhéngig vom verwendeten Simulationsalgorithmus einsetzbar. Fiir polydisperse
Kugelpackungen liefert — unter Beriicksichtigung eines Toleranzbereichs — »=50%
einen sicheren Wert, unter Umsténden kann ¢ jedoch deutlich hoher angesetzt werden,
da die Raumausfiillung polydisperser Packungen in der Regel diejenige monodisperser

Packungen (ca. 64 %, siehe Kapitel 2.2.1) iibersteigt.

5.4 Wahl der Parameter

Fiir praxisrelevante Korngrofsenverteilungen ist der Anteil der groften Partikel an der
Gesamtpartikelzahl zwar dufserst gering, aufgrund des Volumenanteils sind diese Korn-
grofken jedoch kritisch fiir die Bestimmung der Packungsdichte, vgl. Abbildung 2.4.
In diesem Abschnitt soll aufgezeigt werden, wie die Parameter n, s und a zu wahlen
sind, damit sichergestellt ist, dass genligend Kugeln aus dem Durchmesserintervall
[dl(gi)n, dgﬁx} der letzten Fraktion F), verwendet werden, um den kritischen Bereich

hinreichend genau zu simulieren.

Das letzte Sample S,, besitzt nach Gleichung (5.7) das Gewicht

Wp, = (1 - a)n—l’

wobei a der zu spezifizierende Anteil der aktiven Kugeln in den Samples S, ..., S, 1

ist.

S, wird aus s aktiven Kugeln gebildet, wegen der Abwesenheit der Wandkugeln gilt
fiir den Anteil der Fraktion ho(F),) = w,.

Fiir typische Bindemittel- oder Betonmischungen (in denen grofse Partikel aus F),
sehr selten sind) ist ho(F,,) < ho(F;) Vi =1,...,n— 1. Wegen dieses geringen Anteils
und der Tatsache, dass aufgrund fehlender Wandkugeln &, = s > k; Vi=1,... ., n—1,
verkorpert jede der s Kugeln aus dem Sample S,, ein Korngrofenintervall I;,i =
1,...,s, dessen Anteil X

ho(1;) = :—: = % (5.11)
kleiner ist als der Anteil eines jeden Intervalls, das von einer Kugel aus einem Sample
irgendeiner anderen Fraktion reprasentiert wird. Die Granularitit dieser Einteilung
kann als Qualitdtsmerkmal der Approximation der Original-KGV betrachtet werden,

denn ein kleinerer zu reprasentierender Anteil pro Kugel bedeutet im Umkehrschluss
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eine grokere Anzahl an Kugeln, die den am oberen Ende der Korngréfenskala liegen-
den Bereich abbilden. Dies erlaubt eine genauere Approximation der vorgegebenen
Mischung, wobei gerade der Bereich nahe des Groftkorns kritisch ist: Diese Partikel
iiben aufgrund ihres deutlichen Volumenanteils an der Mischung grofen Einfluss
auf die Packungsstruktur aus, kommen zahlenméfig jedoch so selten vor, dass eine
Abbildung in der Simulation unter Beibehaltung der realen Mischungsverhéltnisse

auflerst schwierig ist.

Wie aus Gleichung 5.11 zu erkennen ist, wirkt sich die Anzahl s der Kugeln in der
Simulation linear auf die Qualitit aus (die Verdopplung von s bewirkt eine Halbierung
des Anteils, den eine Kugel der letzten Fraktion représentiert), wihrend die Anzahl
der Fraktionen n wegen 0 < 1 —a < 1 sogar exponentiell zu ihrer Steigerung beitrégt.
Trotzdem sollte an dieser Stelle nicht vergessen werden, dass mit jeder zusétzlichen
Fraktion auch der Fehler im Modell ansteigt, da die Simulation und insbesondere
die Behandlung von Wandeffekt und Keilung nur Approximationen der Realitéit

darstellen.

Es kann nun von aufsen eine Grofe S vorgegeben werden, die den maximalen Anteil
an der Gesamtmischung angibt, den eine einzelne Kugel im Sample représentieren soll
(es gilt 0 < 8 < 1). (3 spiegelt damit die (Mindest-)Anforderung an die Granularitét
wieder und kann z.B. durch den gemessenen (Anzahl-)Anteil der Partikel in der

groften Siebklasse motiviert sein (wie im Beispiel in Abbildung 5.5).

vorletztes
Intervall letztes Intervall

Abbildung 5.5: Zuordnung der s Kugeln in einem Ausschnitt der Verteilungssummenkurve.
Das letzte Korngréflenintervall wird hier durch genau eine Kugel reprisentiert, auf die
anderen Intervalle entfallen mehr Kugeln.

Damit jede Kugel aus S, also héchstens einen vorgegebenen Anteil 5 an der Gesamt-
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mischung verkorpert, muss
(1—a)"”

1
<p
s

gelten. Daraus folgt fiir die erforderliche Anzahl Kugeln in diesem und damit in allen

o)

Samples

Ein durch die spiatere Anwendung des Modells bestimmtes Erfordernis ist die Limi-
tierung der Kugeln pro Sample aufgrund der verfiigbaren Rechenleistung. Wenn s

fest vorgegeben ist, dann werden bei aufserdem gegebenem a mindestens

log(sf) W

> |1
”—[ T log(1 - a)

Fraktionen benotigt.

Andererseits konnen sowohl s als auch n als laufzeitbestimmende Faktoren vorgegeben

sein, dann ergibt sich fiir den Anteil der aktiven Kugeln

a>1—(sB)mr. (5.12)

5.5 Empirische Untersuchung des Modells und der

Parameter

Der Einfluss der Modellparameter auf die Gesamtdauer der Simulationen aller Frak-
tionen einer Mischung zum einen und auf die Ergebnisqualitidt der berechneten
Raumausfiillung zum anderen soll anhand einer Versuchsreihe mit verschiedenen

Parameterkombinationen aufgezeigt werden.

Einbezogen in diesen Vergleich wird aufserdem die Raumausfiillung einer KGV,
die durch nur eine einzelne Simulation einer groften Stichprobe gewonnen wird,
im Gegensatz zur Simulation mit mehreren Samples aus verschiedenen Fraktionen,
wie sie das vorgestellte Modell vorsieht. Auf diese Weise soll gezeigt werden, dass
die Simulationen der hierarchisierten Fraktionen gleichwertige Ergebnisse liefern
wie eine einzelne Simulation der kompletten KGV, und das mit einer deutlichen
Zeitersparnis. Ein Vergleich mit ausgewihlten empirisch-analytischen Modellen wird
in Abschnitt 5.6 aufgefiihrt, gefolgt von einer Gegeniiberstellung mit experimentellen
Ergebnissen in Abschnitt 5.7.
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Abbildung 5.6: Die Korngrofenverteilung der in den Testreihen verwendeten Mischung.

Die KGV der zu untersuchenden Mischung ist in Abbildung 5.6 als Verteilungssumme
sowohl der Partikelhdufigkeiten als auch der Volumenanteile dargestellt. Sie ist ein
Ausschnitt der in Abbildung 2.4 vorgestellten Mischung und ist so aufgrund ihrer
moderaten Breite noch als Ganzes durch ein umfangreiches Sample auf dem Rechner
umsetzbar. Die Simulation benutzte s* = 1.073.850 Kugeln und dient dem Vergleich
als Referenz bzgl. Raumausfiilllung und Ermittlungsdauer. Aus dieser Kugelanzahl
ergibt sich 8 = 1/s* ~ 0,000000931, dieser Wert soll auch mittels geeigneter Pa-
rameterwahl (siche Abschnitt 5.4) im hierarchischen Modell erreicht werden. Die
simulierte Packung entstand unter periodischen Randbedingungen (Erlduterung siehe
Kapitel 6.2), um einen Wandeffekt an den Containerbegrenzungen zu vermeiden;
einen visuellen Eindruck vermittelt Abbildung 5.7. Die gleiche Variante der Simula-
tion wurde in dieser Versuchsreihe ebenfalls im hierarchischen Modell benutzt (sie
wird spéter in Kapitel 7 diskutiert), die Resultate sollten jedoch qualitativ auch auf

andere Simulationsverfahren iibertragbar sein.

Der Anteil der aktiven Kugeln a steuert das Verhéltnis zwischen Aufwand und
Genauigkeit des Modells: Ein niedriger Wert sorgt fiir viele Wandkugeln, was eine
genaue Approximation der Interaktionen der Partikel {iber Fraktionsgrenzen hinweg
erlaubt. Ein hoher Anteil a hingegen ermdglicht es, mit einer geringen Anzahl
an Samples S; auszukommen, nimmt jedoch eine ungenauere Repréasentation der
Wandkugeln in Kauf. Fiir die durchgefiihrten Versuche wurde jeweils das minimale a
bestimmt, das Gleichung (5.12) erfiillt und damit in der letzten Fraktion den Anteil
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5. Hierarchisches, simulationsgestiitztes Modell zur Bestimmung der Raumausfiillung

Abbildung 5.7: Die aus 1.073.850 Kugeln bestehende Packung® der in den Testreihen
verwendeten Mischung.

B pro Kugel gewahrleistet, wahrend s und n variiert wurden. Es ist hier also

a=1- (s-0,000000931)7%T.

Abbildung 5.8 zeigt die aus jeweils 10 Versuchen ermittelten Durchschnittswerte der
Testreihen. Die horizontale Gerade im Diagramm stellt dabei die Referenzraumaus-
filllung des kompletten Samples dar, sie betragt ¢ = 79,8309 %. Die Testreihe mit
s = 1.000 erzielt Ergebnisse im Bereich 82,0-82,5 % und weicht damit am deutlichs-
ten von der Referenz ab. Damit scheint eine solch geringe Kugelanzahl pro Sample

ungeeignet, um Mischungen mit hoher Polydispersitéit zu simulieren.

Uberraschenderweise geniigen bereits Kugelanzahlen ab 5.000 Kugeln, um dicht an
die Raumausfiillung des einzelnen Samples heranzureichen. Wie der Abbildung 5.8
zu entnehmen ist, trégt eine Erhohung von s iiber diese Anzahl hinaus lediglich
zu einer Absenkung der Abweichungen zwischen den Ergebnissen fiir verschiedene
Fraktionsanzahlen n bei. Die in dieser Hinsicht ,konstantesten Ergebnisse erzielt im

Vergleich die Testreihe mit s = 50.000 Kugeln pro Sample.

3Dieses und weitere in dieser Arbeit verwendete Packungsbilder wurden mit einer modifizierten
Version von QuteMol [TCMO06] erstellt.
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5.5. Empirische Untersuchung des Modells und der Parameter

Raumausfullung [%0]

83,0 —

82,5 —

82,0

81,5 —

81,0 —

80,5

80,0 —

79,5 —

79,0 —

Anzahl der Kugeln pro Sampée

1.000
5.000
. .+ 10.000
—— 20.000
— 50.000

6 7 8 9 10
Anzahl der Fraktionen

20

Abbildung 5.8: Vergleich der Modellergebnisse fiir unterschiedliche Fraktions- und Kuge-
lanzahlen. Die horizontale Gerade markiert die Referenzraumausfiillung.
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5. Hierarchisches, simulationsgestiitztes Modell zur Bestimmung der Raumausfiillung

Auffallig ist aulierdem, dass das hierarchische Modell die Raumausfiillung der Mi-
schung — verglichen mit der Referenz — zumindest fiir grofle s meist leicht zu iiberschat-
zen scheint. Eine mogliche Erklarung liegt in der limitierten Anzahl an Wandkugeln

und damit in der Approximation von Wandeffekt und Keilung (siche Abschnitt 5.2)

begriindet.

Anzahl der Anzahl der aktive Raumausfiillung + rel.

Fraktionen = Kugeln je Sample Kugeln a  Standardabweichung  Laufzeit
n s |72 |72 72

1 1.073.850 100,00 79,8309 £ 0,0594 100,00

20 50.000 14,91 80,0729 £ 0,2837 31,80

20 20.000 18,91 79,8255 £ 0,5087 10,22

6 50.000 45,85 80,0505 £ 0,2748 9,92

10 20.000 35,76 80,2083 + 0,5267 6,16

7 20.000 48,52 80,2050 £ 0,4916 4,37

2 50.000 95,34 80,0059 £ 0,2816 4,21

4 20.000 73,49 80,3017 £ 0,4058 2,83

9 10.000 44,26 80,3352 £+ 1,2633 2,82

15 5.000 31,86 79,1486 £+ 1,6778 2,27

4 5.000 83,30 80,5692 £ 1,9639 0,73

2 10.000 99,07 80,5716 £+ 1,0208 0,69

9 1.000 58,20 81,9291 £+ 1,6667 0,27

5) 1.000 82,53 81,9130 £+ 1,1028 0,14

Tabelle 5.1: Vergleich der Performanz des Modells fiir verschiedene Parameter, die § =
0,000000931 gewahrleisten.

Ausgewéhlte Zusammenstellungen der Parameter sind in Tabelle 5.1 aufgelistet,
die Eintrage liegen dabei nach absteigender Laufzeit vor, relativ zur Dauer der
Simulation mit s = 1.073.850 gemessen. Die Laufzeit setzt sich jeweils aus den
separaten Simulationszeiten der Fraktionen zusammen; haufig konnte die Simulation
einzelner Fraktionen, wie in Abschnitt 5.3 dargestellt, abgebrochen oder {ibersprungen
werden, daher steigt die relative Laufzeit bei gleicher Kugelanzahl s nicht linear mit

der Anzahl der Fraktionen n an.

Die iibrigen durch die in den Gleichungen 5.8 und 5.9 bzw. 5.10 gegebenen Berech-
nungsschritte des Modells tragen im Gegensatz zu den Simulationsprozessen nur

unmerklich zur Gesamtzeit bei.

Die Tabelle fithrt auferdem die jeweils aus 10 Laufen ermittelte Raumausfiillung
mitsamt Standardabweichung auf. Dabei weisen — wie schon innerhalb der Versuchs-
reihen fiir ein festes s und variables n, so auch hier fiir eine feste Kombination aus

s und n — diejenigen Parameterkonstellationen die geringsten Abweichungen auf,
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5.6. Vergleich mit weiteren analytischen Modellen

die die meisten Kugeln pro Sample benutzen. Die Parameter n und a hingegen
spielen fiir diesen Aspekt nur eine untergeordnete Rolle. Allerdings sollte er nur als
Nebeneffekt betrachtet werden, denn das eigentliche Ziel des hierarchischen Modells
ist die Reduzierung der benétigten Samplegrofe, da dies den grofsten Einfluss auf die

Laufzeit austibt.

Wie die Daten insgesamt zeigen, erlaubt das hierarchische Modell die Bestimmung
der Raumausfiillung einer polydispersen Mischung in deutlich kiirzerer Zeit als
mit der Simulation der kompletten Mischung moglich ist. Dies wird durch eine
Aufteilung der Mischung in Fraktionen erreicht, die separat voneinander und mit
einer deutlich geringeren Kugelanzahl simuliert werden konnen. Da die Simulationszeit
fiir die relevanten polydispersen Mischungen bei N Kugeln in der Komplexitétsklasse
O(N log N) liegt, kann diese Fraktionierung den Aufwand drastisch reduzieren. Fiir
Korngrofenverteilungen mit vergleichbarer Polydispersitit wie die der Testmischung
empfiehlt sich eine Kugelanzahl von mindestens 5.000 Kugeln pro Sample, zur

Reduktion der Varianz sollten jedoch 50.000 Kugeln oder mehr benutzt werden.

Um Hinweise auf die Wahl der Parameter n und a zu erlangen, wurde ebenfalls
die Raumaustfiillung der kompletten KGV aus Abbildung 2.4 berechnet. Fiir diese
Mischung ist

a=1—(s-4,55-10""%)w7,

Die Ergebnisse in Tabelle 5.2 sind nach absteigendem a geordnet. Die unfraktionierten
Simulation kann eine Mischung dieser Breite nicht verarbeiten, daher sind keine
Referenzwerte angegeben. Die Ergebnisse legen jedoch nahe, dass 89 % < ¢ < 90%
gilt. Fiir eine gute Schétzung der Raumausfiillung ¢ werden demnach s > 50.000
Kugeln je Fraktion benotigt, eine geringere Menge kann jedoch durch eine hohe
Fraktionsanzahl n > 30 kompensiert werden. Auch sollten die Parameter so gewihlt
werden, dass a < 0,6, damit die die Korngrenzen iiberschreitenden Effekte in der

Packung durch Wandkugeln abgebildet werden konnen.

5.6 Vergleich mit weiteren analytischen Modellen

Letztendlich muss sich das vorgestellte Verfahren auch gegen andere analytisch-
empirische Modelle beweisen. Fiir einen weiteren Vergleich wurden daher das Linear-
Mixture Packing Model (LMPM, siehe Kapitel 4.1.8) und das Compressible Packing
Model (CPM, siehe Kapitel 4.1.9) als zwei populére Vertreter dieser Klasse ausgewahlt.
Da die Simulation ideale Kugeln betrachtet, wurde im CPM der Kompaktionsin-
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5. Hierarchisches, simulationsgestiitztes Modell zur Bestimmung der Raumausfiillung

Anzahl der Anzahl der aktive Raum- Standard-
Fraktionen = Kugeln je Sample Kugeln a  ausfiillung  abweichung
n s K 7] 7]

D 50.000 99,61 91,9206 0,5165
10 75.000 91,12 89,0896 2,9363
10 100.000 90,83 88,7505 1,4711
12 80.000 86,13 88,6712 2,2938
15 50.000 79,52 89,5927 1,7021
17 30.000 75,81 88,1085 3,0481
20 20.000 70,37 88,2667 3,1024
25 25.000 61,47 90,2040 0,8127
25 60.000 60,04 89,1384 1,5998
30 30.000 54,30 89,5088 1,7761
34 20.000 50,36 89,1305 1,5545
33 50.000 50,03 89,2460 1,0105

Tabelle 5.2: Vergleich der ermittelten Raumausfiillung der kompletten KGV fiir verschie-
dene Parameterkombinationen.

dex K = oo gewahlt. Beide Methoden wurden so implementiert, dass sie statt
auf experimentelle Vorarbeiten ebenfalls auf die Simulation zuriickgreifen, um die
Eigenpackungsdichten der Komponenten zu bestimmen. Zur Bestimmung der n Kom-
ponenten wurde das Korngrofenintervall der jeweiligen Mischung in n Fraktionen
eingeteilt, die alle die gleiche Polydispersitit P, = P+ = /P, i = 1,... n aufweisen,
mit P als der Polydispersitat der Gesamtmischung (siehe Definition 2.1.2.1). Jede
Fraktion wurde mit s = 50.000 Kugeln simuliert. Auf diese Weise wird durch die
Festlegung der Kugel- und Fraktionsanzahlen sichergestellt, dass allen Modellen ein

vergleichbarer zeitlicher Aufwand fiir die Simulationsaufgaben zu Verfiigung steht.

beschriankte KGV komplette KGV
Modell Anzahl der Raum- Anzahl der Raum-
Fraktionen  ausfiillung Fraktionen  ausfiillung
n [%] n [%]
unfraktioniert 1 79,8309 — —
hierarchisch 6 80,0505 33 89,2460
LMPM 6 81,6694 33 88,7871
LMPM 42 79,0546 108 89,5217
CPM 6 82,6924 33 89,6559
CPM 42 82,7020 108 89,5493

Tabelle 5.3: Vergleich des hierarchischen Modells mit weiteren analytisch-empirischen
Modellen.
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5.7. Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

Der Aufwand der Berechnung ergibt sich aus der Anzahl der Fraktionen n. Anhand
vorheriger Ergebnisse wurde zunéchst fiir die beschrankte KGV n = 6 und fiir
die komplette KGV n = 33 festgelegt. Fiir diesen Aufwand liefert die vorgestellte
hierarchische Methode gute Ergebnisse, wiahrend sowohl das LMPM als auch das
CPM fiir die beschrinkte KGV grofsere Abweichungen liefern und lediglich das
CPM im Fall der kompletten KGV {iberzeugen kann. Fiir diese beiden Modelle
wurde die Anzahl der Komponenten anschliefend auf n = 42 (beschrinkte KGV)
bzw. n = 108 (komplette KGV) gesetzt, womit die Fraktionen dann den durch die
Lasergranulometrie vorgegebenen Korngrofsenintervallen entsprachen und somit die
feinste gemessene Auflosung der KGV verarbeitet wurde. Zwar berechneten nun
beide Modelle die Raumausfiillung der kompletten KGV innerhalb des Intervalls 89—
90 %, doch bei der beschrankten KGV unterschitzte das LMPM die Raumausfiillung
(bezogen auf den Referenzwert der unfraktionierten Simulation), wiahrend das CPM
diese immernoch so deutlich iiberschétzte wie zuvor mit weniger Fraktionen. Aus
diesen Ergebnissen wird ersichtlich, dass die préasentierte hierarchische Fraktionierung
mit einem geringeren Aufwand auskommt, um die Raumausfiillung einer stark

polydispersen Mischung zu ermitteln.

Als Einschriankung muss hier jedoch auf die Eignung der Simulation hingewiesen wer-
den. Kommen fiir eine reale Mischung Effekte in Betracht, deren Auswirkungen nicht
gentiigend quantifizierbar und somit nicht in der Simulation nachbildbar sind (z. B.
Agglomeration, Auswirkungen der Kornform), so kénnen moglicherweise deutlich
bessere Ergebnisse durch den Einsatz analytisch-empirischer Modelle erzielt werden.
Die von diesen verwendeten Eigenpackungsdichten spiegeln dann bereits die nicht
exakt bekannten Effekte wider, ohne diese den einzelnen Einflussgrofen zuordnen zu
konnen. Durch die dem jeweiligen Modell zugrundeliegenden Formeln wird dieser
Einfluss indirekt bis zur Packungsdichte der resultierenden Mischung weitergereicht.
Allerdings sind auch in diesem Fall Ausnahmen zu bedenken: Faktoren, die sich auf
die Einzelkomponenten anders auswirken als auf deren Mischungen, kénnen auch
von den analytisch-empirischen Modellen nicht addquat beriicksichtigt werden. Ein

Beispiel dafiir waren zwei Komponenten, die gegensétzlich aufgeladen sind.

5.7 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

Die Eignung des hierarchischen Modells soll auch anhand der Ubereinstimmung
mit experimentell ermittelten Raumausfiillungen verifiziert werden. Hierfiir standen

Glaskugeln in 6 diskreten Grofsen zur Verfiigung. Thr Vorteil liegt in der runden
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5. Hierarchisches, simulationsgestiitztes Modell zur Bestimmung der Raumausfiillung

Gestalt, sodass mit keiner Diskrepanz zwischen Experiment und Simulation beziiglich
der Partikelform gerechnet werden muss. Auferdem unterliegen Glaskugeln dieser
Grofsen nicht der Agglomeration, die — wenn nicht in der Simulation beriicksichtigt —

ebenfalls zu groferen Abweichungen fithren kann (siche Kapitel 11).

Aus den Glaskugeln wurden verschiedene Mischungen zusammengestellt und die
Raumausfiillungen von Palm mittels Pyknometerverfahren bestimmt [Pal09]. Drei der
Mischungen folgen der Fuller-Verteilung, die anderen drei stellen Ausfallkérnungen
dar und weisen Grofenverhéltnisse von 1:3,5 (Bidispersl) und 1:6,4 (Bidispers2)
sowie 1:2,1:6,7 (Tridispers) auf. Die Korngrofenverteilungen sind in Tabelle 5.4 und
Abbildung 5.9 aufgefiihrt, wobei die angegebenen Durchmesser Durchschnittswerte
aus einer Stichprobe von jeweils 25 manuell nachgemessenen Glaskugeln darstellen
und daher von den nominellen Kugelgréften 0,5 mm, 1 mm, 1,5 mm, 3 mm, 6 mm

und 10 mm abweichen.

Durchmesser Masseanteile |%]
[mm| Fuller4 Fuller5 Fuller6 Bidispersl Bidispers2 Tridispers
0,444 37,95 26,59 20,56 34,41 — 34,05
0,940 18,06 12,65 9,78 — 40,36 50,94
1,652 16,13 11,30 8,74 65,59 — —
2963 278 19,52 15,09 — — 15,01
6,003 — 2994 2318 — 59,64 —
10,022 — — 22,66 — — —

Tabelle 5.4: Zusammensetzung der verwendeten Glaskugelmischungen.

Im Labor fanden jeweils 7 Messungen pro Mischung statt, die gleiche Anzahl wurde
fiir die Simulationslaufe im Modell gewéhlt. Die Modellparameter sind in diesem
Fall s = 50.000, n = 6 und a = 0,510821. Die in Abbildung 5.10 gegeniibergestell-
ten Ergebnis-Mittelwerte (mitsamt Indikatoren der Standardabweichungen) zeigen
eine gute Ubereinstimmung und belegen so die Tauglichkeit des Modells fiir die

simulationsbasierte Bestimmung der Raumausfiillung.

Ein nicht unbedeutende Eigenschaft des hier entwickelten Modells ist die Austausch-
barkeit der angekoppelten Simulation. Bislang wurden in diesem Zusammenhang
keine weiteren Simulationsalgorithmen getestet, doch es ist leicht einzusehen, dass das
hierarchische Modell fiir zwei unterschiedliche Simulationskomponenten die gleichen
Ergebnisse liefert, sofern auch diese fiir jede Fraktion eine tibereinstimmende Raum-
ausfiillung ermitteln. Die bisher einzige implizierte Voraussetzung ist die Verwendung
eines quaderformigen Containers mit periodischen Randbedingungen, damit der

Wandeffekt des Containers keinen Einfluss auf die Packung ausiibt.
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Abbildung 5.9: Korngrofenverteilungen der Glaskugelmischungen (aus [Pal09]).
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Abbildung 5.10: Vergleich der Raumausfiillung von Glaskugelmischungen im Experiment
und in der Simulation.
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Kapitel 6

Erzeugung von Kugelpackungen per

Simulation

In den bislang in Kapitel 4 beschriebenen empirisch-analytischen Modellen wird
eine Partikelmischung (bzw. deren Packung) als ein Kontinuum betrachtet, dass aus
mehreren Komponenten zusammengesetzt wurde und Teile der Eigenschaften dieser
Ausgangsstoffe iibernommen hat. Abgesehen vom erwédhnten Defizit der starken
Abhéngigkeit von labortechnischen Voruntersuchungen sind diese Modelle durchaus
sinnvoll, wenn ausschlieflich die Raumausfiillung der Mischung von Interesse ist.
Tiefere Einblicke in die Struktur einer Packung erlangt man jedoch erst, wenn die
Betrachtungsweise vom Kontinuum auf die Partikelebene wechselt. In der Simulation
wird jedes Partikel als eigenstidndiges Objekt modelliert. Die individuelle Bewegung
jedes Objekts und seine Interaktion mit anderen Objekten lasst die Packung entstehen,
ist aber auch der Grund dafiir, dass die Laufzeit dieser Simulationsverfahren deutlich

von der Anzahl der verwendeten Partikel abhéangt.

Dieses Kapitel stellt verschiedene Methoden vor, mit denen Kugelpackungen simula-
tiv erzeugt werden kénnen. Am Ende des Packungsprozesses existiert eine dichte,
tiberlappungsfreie Packung, die makroskopischen Eigenschaften der Packung (z. B.
Raumausfiillung) sowie die mikroskopischen Eigenschaften aller Kugeln (Positionen

und Radien) sind zugénglich.

Dem fiir Kugelpackungen nicht unwichtigen Aspekt des umschliefenden Behélters
widmet sich Abschnitt 6.2, die Vorstellung und Klassifikation der Simulationsverfah-
ren folgt anschlieffend in Abschnitt 6.3. Zunéchst werden jedoch in Abschnitt 6.1
Methoden vorgestellt, um trotz einer beschrankten Anzahl ,yvirtueller Kugeln eine

moglichst reprasentative Stichprobe der zu simulierenden Mischung zu gewinnen.
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6. Erzeugung von Kugelpackungen per Simulation

6.1 Sampling

Das Sampling der Korngrofien ist die nach bestimmten Regeln erfolgende Auswahl von
Durchmessern aus der KGV mit dem Ziel, diese Durchmesser einer begrenzten Anzahl
von Kugeln in der Simulation zuzuweisen. Das Problem besteht darin, diese Stichprobe
so auszuwahlen, dass sie moglichst repréasentativ fiir die zugrunde liegende KGV ist,
d. h. dass sich die Verteilungen hinsichtlich ihrer statistischen Mafzahlen (Mittelwerte,
Streuungen, etc.) in Sample und Ausgangsmenge nicht zu sehr unterscheiden, vor
allem jedoch, dass von der Raumausfiillung der virtuellen Packung der Stichprobe

auf die Raumausfiillung der realen verdichteten Schiittung geschlossen werden kann.

6.1.1 Simple Random Sampling With Replacement

Die einfache Zufallsauswahl, realisiert als Ziehen mit Zuriicklegen (Simple Random
Sampling With Replacement), gewéhrt jeder Korngrofse x die Wahrscheinlichkeit go(x)
gezogen zu werden. Der Erwartungswert fiir die Anzahl der im Sample vorhandenen
Kugeln mit Durchmessern aus einem Intervall [z,,z,] betrdgt N -qo(z,,z,) bei
einer Samplegroke von N Kugeln. Fiir geniigend grofse N kann auf diese Weise ein
reprasentatives Sample erzeugt werden. In der Praxis sind jedoch die sehr geringen
Anzahlanteile grofer Partikel in stark polydispersen Mischungen problematisch (vgl.
Kapitel 2.1.2), die Varianz ist daher mit auf heutigen Computern realisierbaren
Kugelanzahlen relativ hoch, so dass es vorkommen kann, damit nur feine und keine

groben Partikel im Sample abzubilden.

6.1.2 Stratifizierung

Als varianzreduzierende Mafnahme bietet sich eine geschichtete Ziehung an: Die Stra-
tifizierung unterteilt die Grundgesamtheit G' (das Korngroéfenintervall der Mischung)
in verschiedene Schichten (Strata) Sy = [x1, 22|, ..., Sm = [Tm, Tmi1]. Anschliefend
wird aus jeder Schicht eine separate Stichprobe gezogen. Diese Stichproben werden
dann entsprechend des Anteils

Vi = |SZ| = QO(xiaxH—l)
G|

der jeweiligen Schicht an der Grundgesamtheit gewichtet. Auf diese Weise kann
gewahrleistet werden, dass auch Kugeln aus Intervallen grofer Durchmesser im

Sample vorkommen.
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6.1. Sampling

Bei gleich grofem Umfang aller Stichproben n; := n fiir ¢ = 1,..., m spricht man von
Gleichaufteilung. Bei einer proportionalen Allokation entsprechen die relativen Grofen
der Stichproben den Anteilen der zugeordneten Schichten an der Grundgesamtheit,

damit gilt
i=1

Betrachtet man polydisperse Korngrofenverteilungen, dann liegen zwei Varianten

fiir die Einteilung der Schichten auf der Hand:

Stratifizierung nach den Durchmessern: Das Intervall [Zyin, Tmax] der Korn-
groken wird in m gleich grofe Abschnitte der Lénge (2max — Zmin)/m eingeteilt,
welche jeweils durch n; Kugeln reprisentiert werden. Das ¢. Intervall lautet
dann

Lmax — Lmin Lmax — xmin:|

iy Li - min  — 1 T %min -
[, 2i41] {x +(—1) - Tyin + p-

sein Anteil an der Partikelanzahl der Gesamtmischung ist

7xmin+l'

Tmax — Lmin Tmax — Lmin
m m )

Vi = Qo <$m1n+ (i—1)-

Eine proportionale Aufteilung nach Gleichung 6.1 liefert mit n; = N - ~; nicht
notwendigerweise eine natiirliche Zahl als Stichprobenumfang. Daher sollte N
entsprechend grofs gegeniiber m gewihlt werden, um an dieser Stelle Rundungs-

fehler zu minimieren.

Stratifizierung nach den Anteilen: Jede Kugel reprisentiert den gleichen Anteil
an der Héaufigkeitsverteilung der Partikel. Daher kann Gleichaufteilung mit
n = 1 erfolgen und es gilt fiir jede Schicht v; := v = N~! Die i. Kugel

(¢=1,...,N) ist somit der Représentant des Intervalls
(11 (1
[0, Tig1] = l@ol (T) ,Qol (N)] :

Im Folgenden wird die Stratifizierung nach den Anteilen vorausgesetzt, da diese

Methode keine Anforderungen an die Kugelanzahl N stellt.

85



6. Erzeugung von Kugelpackungen per Simulation

Systematic Sampling

Das Systematic Sampling [MM44, Yat48| beruht auf der in einem wiederkehrenden
Intervall durchgefiihrten Auswahl der Elemente aus einer geordneten Liste der
Grundgesamtheit und entspricht damit einem Spezialfall der Stratifizierung mit
n; :=mn =1 fir ¢« = 1,...,m. Bei einer Samplegrofe von N Kugeln liefert die
Stratifizierung m = N Schichten, fiir das Systematic Sampling wird nun innerhalb
des ersten Stratums ein ,Startpunkt® p; € [0,1/N] gewéhlt. Die weiteren N — 1
Punkte sind damit gleichfalls festgelegt auf
i—1

pi:p1+—N , 1=2,...,N.

Die Kugeldurchmesser d; fiir i = 1,..., N ergeben sich nun aus d; = Q' (p;).

Das Systematic Sampling kann sich im Allgemeinen als problematisch erweisen, wenn
die Anordnung der Elemente in der Grundgesamtheit ein wiederkehrendes Muster
aufweist. Dies ist fiir eine Korngrofsenverteilung, bei der die Partikeldurchmesser
aufsteigend angeordnet sind, nicht offensichtlich. Die Wahrscheinlichkeit, dass die
Raumausfiillung eines so mit p; erzeugten Samples eine signifikante Differenz zur
Raumausfiillung eines mit p; # p; erzeugten Samples aufweist, hingt von der Grofe
der Strata im Bereich grofser Korndurchmesser ab, da diese Schichten einerseits die
breitesten Durchmesserintervalle umfassen, und andererseits der Kugeldurchmesser
mit der 3. Potenz zur Packungsstruktur und zur Berechnung der Raumausfiillung

beitragt.

Zur Bestimmung von p; kann entweder gleichverteilt aus dem Intervall [0,1/N]
gezogen werden, so dass jedem dieser Durchmesser die gleiche Wahrscheinlichkeit
gegeben ist, das Intervall mit einer Kugel im Gesamtsample zu repréasentieren; oder
es kann eine Normalverteilung eingesetzt werden, sodass Durchmesser nahe des
Medians der Korngroften dieses Intervalls bevorzugt werden. In diesem Fall muss
die Normalverteilung N (u, 0?) allerdings auf das angegebene Intervall eingeschriinkt

werden. Fiir die Parameter bieten sich pu = QLN und o = GLN an.

Individuelles Sampling in den Strata

Im Gegensatz zum Systematic Sampling werden die Samples der Schichten nun
unabhéngig voneinander gewahlt. Damit sorgt diese Methode fiir eine stratifizier-
te Stichprobe im urspriinglichen Sinn von Abschnitt 6.1.2. Es gilt weiterhin der

Spezialfall der Gleichaufteilung mit n;, :==n=1flri=1,...,m.
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6.1. Sampling

Das Sampling innerhalb der Schichten sollte fiir alle p; identisch sein. Es bieten sich
wiederum die Gleichverteilung und eine (wie fiir Systematic Sampling angegeben

modifizierte) Normalverteilung auf jedem Intervall an.

Deterministisches Sampling

Dieser Sonderfall des Systematic Sampling verzichtet auf eine zufillige Auswahl des
Startpunktes p; und setzt stattdessen ein pradeterminiertes Quantil an. Hier kann
z.B. der Median der Korngréfen im Intervall S} = |2, @y ' (1/N)] gewiihlt werden,

dann gilt
1

TN

Ein deterministisches Sampling kann aber auch auf unterschiedlichen, fest vorgege-

P1

benen Quantilen in allen Schichten basieren. Es bildet dann einen Spezialfall der
Stratifizierung, gilt jedoch nicht als Systematic Sampling. Wird etwa aus jedem Inter-
vall der charakteristische Durchmesser nach Goltermann (s. Kapitel 4.1.4) gewéhlt,
also der Lageparameter einer entsprechenden RRSB-Verteilung (s. Kapitel 2.1.1),

dann ist

di = Q3 (Qs(z;) + 0,632 - hy(zi, wit1)).

Jeder Kugel wird auf diese Weise ein Durchmesser aus dem durch sie représentierten
Intervall zugewiesen; auf einen Generator zur Erzeugung von Zufallszahlen kann

wahrend des Samplings verzichtet werden.

6.1.3 Vergleich der Samplingvarianten

Die beschriebenen Samplingmethoden wurden implementiert, um die Représentativi-
tdat der Samples zu untersuchen, als Grundgesamtheit dient eine auf der Fullerkurve
basierende KGV mit der Polydispersitat P = 684,75 (siche Kapitel 2). Die Abbil-
dungen 6.1 bis 6.4 zeigen die Verteilungssummenkurven 3 einer Auswahl von je
N = 50.000 Kugeln umfassenden Stichproben, die mit Hilfe unterschiedlicher Me-
thoden gewonnen wurden: Simple Random Sampling With Replacement (SRSWR),
deterministisches Sampling (DET), Stratifizierung (mit unabhéngiger, auf Gleich-
verteilung basierender Auswahl in den Strata, STRAT) und Systematic Sampling
(mit Gleichverteilung, SYS). Fiir Vergleichszwecke ist zudem in jedem Diagramm die

Verteilungssummenkurve der Originalmischung aufgetragen.

Offensichtlich bestehen bei Verwendung der einfachen Zufallsauswahl (mit Zuriickle-
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Abbildung 6.1: Deterministisches Sampling mit Median sowie 0,632-Quantil.
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Abbildung 6.2: Zwei Realisierungen der einfachen Zufallsauswahl mit Zuriicklegen.
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Abbildung 6.3: Zwei Realisierungen der Stratifizierung mit Gleichverteilung.
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Abbildung 6.4: Zwei Realisierungen des Systematic Samplings mit Gleichverteilung.
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6. Erzeugung von Kugelpackungen per Simulation

gen) die grofsten Risiken fiir signifikante Abweichungen des Samples von der Original-
mischung. Alle anderen vorgestellten Methoden sind zur Varianzreduktion geeignet,

insbesondere auch das deterministische Sampling.

Die Diagramme zeigen aufserdem die mit zunehmender Korngrofe hohere Abwei-
chung auf, dies gilt ausnahmslos fiir alle Varianten und deutet darauf hin, dass die
Kugelanzahl N = 50.000 fiir diese Mischung nicht ausreicht; teilweise bildet nur eine

einzelne Kugel den groben Korngréfienbereich > 10 mm ab.

Zur empirischen Untersuchung der Qualitdt der Samples wurden mit jeder Variante
M = 1.000 Stichproben (Ausnahme DET: M = 1) erstellt und jeweils die Summen

der relativen quadratischen Abweichungen in den Volumenanteilen mittels
(sij —05)*
T, = — i=1,....M
Byl
J=1

erfasst. Dabei ist £ = 70 die Anzahl der durch die k£ + 1 Siebgrofsen vorgegebenen
Durchmesserintervalle [D;, D;11], o; der Anteil h3(D;, D;41) in der Originalmischung
und s;; der Anteil h3(D;, D;1) in der i. Stichprobe. In Tabelle 6.1 sind die Mittelwerte

1 M
T:M;Ti

fiir die Sampling-Varianten angegeben, die Versuche wurden jeweils mit N = 50.000
und N = 1.000.000 Kugeln in den Stichproben durchgefiihrt.

Sampling-Methode T

N =50.000 N = 1.000.000
SRSWR 332,56 58,44
DET (0,5) 162,90 7.09
DET (0,632) 324,43 21,01
STRAT (gleichverteilt) 349,45 41,80
STRAT (normalverteilt) 185,86 9,87
SYS (gleichverteilt) 357,64 53,05
SYS (normalverteilt) 175,45 9,57

Tabelle 6.1: Empirische Untersuchung der Stichprobenqualitét.

Neben der einfachen Zufallsauswahl schneiden auch die beiden mit Gleichverteilung
arbeitenden Varianten sowie das deterministische Sampling mit dem charakteristi-
schen Durchmesser schlecht ab. Durch Letzteres werden die feinen Partikel in der

Stichprobe der Simulation unterreprisentiert, wihrend die beiden anderen Methoden
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aufgrund der Gleichverteilung auch etliche Stichproben produzierten, in denen sehr
starke Abweichungen zur Originalmischung auftraten. Am schlimmsten wirkt sich
dies bei Verwendung des Systematic Sampling aus, da ein verhaltnisméfig kleiner
oder grofser Wert fiir p; dort gleichzeitig alle anderen p; negativ beeinflusst. Die
auf Normalverteilung basierenden Varianten liefern im Gegensatz dazu Stichproben
mit einer sehr guten Repréasentativitat, fiir das Systematic Sampling kehrt sich der
beschriebene Effekt ins Positive um, sodass in vielen der Stichproben eine Korngrofse
nahe des Medians in allen Strata als Kugeldurchmesser ausgewihlt wurde, wodurch
diese Samples sehr stark denen mit der Median-Methode des deterministischen

Samplings gewonnenen dhneln.

6.2 Container

Als Container fiir simulierte Kugelpackungen sind prinzipiell alle geometrisch be-
schreibbaren Korper moglich, obwohl die Literatur nahezu ausschlieflich Wiirfel oder
Zylinder erwéhnt. Letztere sind dann sinnvoll bzw. erforderlich, wenn die reale Ent-
sprechung der zu simulierenden Packung ebenfalls in einem zylinderférmigen Behéltnis
existiert, etwa bei der Modellierung von Festbettreaktoren [AMSTC99, Lim02.

Die Benutzung eines Containerwiirfels birgt den Vorteil, dass die enthaltene Packung
als Volumenelement in Richtung aller drei Koordinatenachsen vervielfaltigt werden
kann, um so eine weitaus gréfere Packung darzustellen. Einem nahtlosen Ubergang
zwischen den wiirfelformigen Packungskopien steht einzig der Wandeffekt entgegen.
Dieser kann in der Simulation jedoch mittels periodischer Randbedingungen
vermieden werden. Hierbei werden Uberlappungen der Kugeln mit dem Containerrand
zugelassen. Solche Randkugeln ragen auf der gegeniiberliegenden Seite von auften
wieder in den Container hinein. Sind die Kugeln beweglich, so kénnen sie den Rand
iiberqueren — sobald der Kugelmittelpunkt auf einer Seite den Container verlésst,
gelangt er auf der gegeniiberliegenden Seite wieder in diesen hinein. Abbildung 6.5

zeigt dies in einer schematischen zweidimensionalen Darstellung.

Konnen keine periodischen Randbedingungen vorgenommen werden, so existiert eine
weitere Moglichkeit zur Vermeidung der vom Wandeffekt verursachten regelmafigen
Strukturen am Rand der Packung: Eine Schicht unregelméfig platzierter und/oder
verschieden grofser Kugeln zur Bedeckung des eigentlich glatten Containerrandes
dient dazu, den Innenseiten des Containers ein Profil zu verleihen, sodass sich

zum Containerinneren hin keine Regelméafigkeit in der Packungsstruktur aufbauen
kann (siehe z. B. in [VB72, JPM92, Sto02]). Die Randkugelschicht z&hlt dabei zum
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Abbildung 6.5: Verschiebung einer Kugel unter periodischen Randbedingungen iiber den
Rand hinaus.

Containerrand, wird also in der Berechnung der Raumausfiillung nicht berticksichtigt.

6.3 Methoden zur Erzeugung von Kugelpackungen

Dieser Abschnitt gibt eine Ubersicht iiber die verschiedenen Algorithmen zur simula-
tiven Erzeugung von Kugelpackungen; der Fokus liegt auf solchen Methoden, die eine
gegebene Vorschlagsverteilung realisieren konnen — zumindest im Rahmen der Mog-
lichkeiten, die die beschriebenen Samplingmethoden fiir eine begrenzte Stichprobe
bieten. Da es hier vornehmlich um den Prozess der Packungsentstehung geht, wird
davon ausgegangen, dass die Simulation (polydisperse) Kugeln als Modell der realen
Partikel einsetzt. Als Eingabe benétigen die Algorithmen die Korngrofenverteilung,
die Ausgabe ist die dichte, zufallige Packung, d.h. die Kugelpositionen und -radien.
Auf Basis dieser Daten lassen sich dann Eigenschaften wie Koordinationszahl und

Raumausfiillung berechnen.

Neben den zahlreichen Beschreibungen einzelner Simulationsmethoden finden sich in
der Literatur auch einige Ubersichten, hier sei auf [NK92, AC95, Lim02, Sto02, Bag05]

verwiesen.

6.3.1 Random Sequential Addition

Algorithmen des Typs Random Sequential Addition (RSA) zeichnen sich durch eine
sequentielle Abarbeitung der Kugeln aus. Eine einmal platzierte Kugel kann spéter
nicht mehr von ihrer Position weichen, was bedeutet, dass sich der Aufwand immer
nur auf die jeweils aktuelle Kugel konzentriert. Eine weitere typische Eigenschaft
dieser Methoden ist der sukzessive, konstruktive Aufbau der Packung, die sich zu

jedem Zeitpunkt in einem iiberlappungsfreien Zustand befindet.
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6.3. Methoden zur Erzeugung von Kugelpackungen

Das bereits in Kapitel 3.5 vorgestellte Random Sequential Adsorption kann als das
einfachste und erste RSA-Modell betrachtet werden. Eine weitere, bereits 1968 von
Tory et al. [TCWG68| entwickelte Methode begriindete die Sedimentationsalgorithmen
(auch mit ,Drop and Roll* beschrieben). Hier werden Kugeln sukzessive tiber einem
meist zylinderférmigen Container fallen gelassen. Stofst eine Kugel auf ein oder
mehrere zuvor platzierte Kugeln, so rollt sie an diesen herab. Herabfallen und Rollen
sind beendet, sobald die Kugel eine stabile Position erreicht; als solche dienen der
Containerboden, drei unterstiitzende Kugeln oder zwei unterstiitzende Kugeln und
die Containerwand. Abbildung 6.6 verdeutlicht die Methode im zweidimensionalen
Fall. Soll dem Container keine Bedeutung zukommen, kann der Zylinder durch einen
Quader mit periodischen Randbedingungen an den vertikalen Wandflachen ausge-
tauscht werden, siche [VB72|. Sedimentationsalgorithmen werden in verschiedenen
Variationen von etlichen Forschern benutzt [JT79, AC95, JMO00, BBS02], in [SS95|

wird ein Einblick in verschiedene Erweiterungen des ,,Drop and Roll“ gegeben.

) b)

Abbildung 6.6: Sedimentationsalgorithmus: Eine Kugel trifft auf die Packung und rollt
in eine stabile Lage (a). Die Packung wichst an (b-c), bis schlieflich keine weiteren Kugeln
mehr in den Container passen (d).

Adams und Matheson [AM72| entwickelten eine ,Methode des kugelférmigen Wachs-
tums®, bei der einem im Zentrum des Containers existierenden Kugelcluster (anfangs
nur aus sehr wenigen Kugeln bestehend) genau an der Position eine neue Kugel hin-
zugefiigt wird, die dem Zentrum am néchsten liegt und zugleich der neuen Kugel drei
Kontakte zu existierenden Kugeln beschert. Der Cluster wachst so in alle Richtungen,
allerdings weist die Packung eine inhomogene Verteilung der Raumausfiillung auf.
Sie variiert mit dem reziproken Wert des Clusterradius und strebt fiir eine unendlich
groke Packung gegen 61 % [Ben72|. Matheson [Mat74] schldgt daher vor, die Packung
nicht kugelférmig, sondern ausschlieflich vertikal nach oben im Zylinder wachsen

zu lassen, indem nur die oberste Schicht auf mogliche Positionen fiir neue Kugeln
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6. Erzeugung von Kugelpackungen per Simulation

gepriift wird. Auf diese Weise lassen sich mit der angegebenen Methode homogene
Packungen erzielen, der Autor gibt eine Packungsdichte von 60,6 % fiir monodisperse
Kugeln an, was auf eine lockere Packung (RLP, siche Kapitel 2.2.1) schliefsen l4sst.
Auch weitere Autoren benutzen diese Idee [Pow80, JPM92, LO06|. Zudem wurde die
oben genannte ,,Drop and Roll“-Methode in einigen Arbeiten ebenso auf kugelférmig

wachsende Cluster angewandt, siehe z. B. [KI90, LS94b].

Eine andere RSA-Methode schlagen Feng und Owen [FHOO03] vor: Das ,Advancing
Front* genannte Verfahren beginnt ebenfalls mit einer zentralen Anordnung von drei
Kugeln. Weitere Kugeln werden der Oberfliche dieses Clusters hinzugefiigt, indem
spiralféormig vorgegangen wird, zugleich muss eine neue Kugel genau zwei bereits
platzierte bertihren. Der Nachteil dieses Verfahrens (und in &hnlicher Form auch
der bereits beschriebenen, vgl. Abbildung 6.6 d) besteht in einer méglicherweise nur
geringen Raumausfiillung an den Wéanden des Containers, da dort gegen Ende des
Konstruktionsprozesses Liicken entstehen konnen, die zu klein fiir die zu platzierenden
Kugeln sind. Aus diesem Grund entwickelte Bagi [Bag05| das von ihr als , Inwards
Packing Method bezeichnete Verfahren. Es handelt sich gewissermafen um eine
riickwarts ablaufende ,,Advancing Front“-Variante. Die Kugeln werden zunéchst an
den Containerwénden positioniert, wobei wiederum spiralféormig vorgegangen wird.
Schicht fiir Schicht wéchst die Packung somit nach innen, das Problem des nicht
durch Kugeln auffiillbaren Restvolumens beschrankt sich auf eine meist kleine Liicke
im Zentrum des Containers. Ein Nachteil besteht allerdings in der a-priori-Festlegung
der Containergrofe. Ohne Vorkenntnis der Raumausfiillung ist es quasi unmoglich,
ein definiertes Sample im Container unterzubringen, ohne die am Ende entstehende
Liicke zu groft werden zu lassen. Eingesetzt werden kann diese Methode folglich immer
dann, wenn keine exakten Vorgaben iiber die Anzahl und individuellen Radien der zu
platzierenden Kugeln bestehen, sondern diese ad-hoc geméf der Vorschlagsverteilung

wahrend der Packungskonstruktion generiert werden.

Die ebenfalls in die RSA-Klasse fallende Variante von Anishchik und Medvedev
[AM95] verfolgt nicht das Ziel, eine Vorschlagsverteilung zu realisieren. Vielmehr
geben die Autoren einen Algorithmus an, um sukzessive die Liicken zwischen initial
platzierten Kugeln zu fiillen, sodass die Raumausfiillung beliebig hoch getrieben
werden kann (vgl. Apollonische Packungen in Kapitel 2.2.3). Eine dhnliche Methode
beschreiben Sobolev und Amirjanov [SA04a, SA04b, SAHLO04|, jedoch erfolgt die

Platzierung hier zufillig nach dem Random-Sequential-Adsorption-Prinzip.

Bedingt durch das sequenzielle Hinzufiigen der Kugeln kénnen durch RSA keine
Briickenstrukturen entstehen (sieche Abbildung 6.7), die in der Realitdt die Raumaus-
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fiilllung mindern. Dennoch zeigt sich anhand der in der Literatur angegebenen Ergeb-
nisse, dass RSA-Algorithmen Kugelanordnungen mit typischer RLP-Packungsdichte
erzeugen, dichtere Packungen lassen sich damit nicht realisieren. Dies begriindet
sich durch einmal entstandene Liicken, die unterhalb der anwachsenden Packungs-
oberfliche liegen und nicht mehr fiir nachfolgend hinzugefiigte Kugeln zugénglich
sind. Allerdings benétigen RSA-Verfahren im Vergleich zu den weiteren, nachfolgend

vorgestellten Algorithmenklassen in der Regel die kiirzeste Zeit.

Abbildung 6.7: Briickenbildung in einer Scheibenpackung.

6.3.2 Collective Rearrangement

Wird die Anordnung aller Kugeln in jedem Iterationsschritt eines Algorithmus immer
wieder (leicht) verdndert, indem Kugeln bewegt werden, so handelt es sich um das
Collective Rearrangement (CR). Im Gegensatz zum RSA kann bis zum Ende des
Packungsprozesses jede Kugel bewegt werden, sodass die Moglichkeit besteht, auch
zwischenzeitlich auftretende Liicken durch hineindrangende Kugeln wieder zu fiillen.
Diese hohe Dynamik erfordert jedoch einen deutlich héheren Rechenaufwand als
bei RSA-Verfahren. Typisch fiir CR-Algorithmen ist die Relaxation bestimmter
Anforderungen der Packung wéhrend des Packprozesses; so sind zunéchst meist

Uberlappungen erlaubt, die dann sukzessive abgebaut werden.

Zur Erzeugung einer monodispersen Packung stellten Jodrey und Tory 1985 einen
der ersten CR-Algorithmen vor [JT85|: Beginnend mit einer zufélligen, {iberlappen-
den Platzierung der Kugeln wird in jedem Iterationsschritt die gréfte Uberlappung
beseitigt. Diese kann durch Ermittlung des am dichtesten liegenden Paares aller
Kugelmittelpunkte gefunden werden. Die beiden betroffenen Kugeln werden sodann
entlang der durch die beiden Mittelpunkte laufenden Geraden in entgegengesetzte
Richtungen um [/2 bewegt, wobei | die Weite der Uberlappung angibt; damit ist

diese Uberlappung beseitigt. In jedem Iterationsschritt erfolgt aufierdem eine leichte
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Verkleinerung aller Kugelradien, sodass tatsdchlich eine iiberlappungsfreie, dichte
Packung entstehen kann. Eine fiir polydisperse Kugeln geeignete und auf die Benut-
zung auf Parallelrechnern erweiterte Variante dieser Methode stammt von Hlushkou
[Hlu04, HSMT05, HKA*07].

Der Lubachevsky-Stillinger-Algorithmus [LS90, LSP91]| verfolgt einen anderen An-
satz — hier existieren die Kugeln zunéchst nur als Punkte im Container. Wahrend
des Packungsprozesses wachsen diese langsam an, ohne sich jedoch zu iiberlappen.
Stattdessen dréangen sich die in Kontakt tretenden Kugeln gegenseitig beiseite und
nehmen so auch den noch freien Raum ein. Abbildung 6.8 stellt diesen Vorgang
schematisch dar. Um eine beliebige Vorschlagsverteilung zu realisieren, miissen die
Kugeln mit individuellen Wachstumsraten vergroffert werden, die proportional zu
den gewiinschten Durchmessern sind. Die finale Packung, in der kein Kugelwachs-
tum mehr méglich ist, ohne eine Uberlappung hervorzurufen, kann schliefflich mit
einem passenden Faktor skaliert werden, um die benétigte Korngrofenverteilung zu
erreichen. Diese Methode wird auch von Meier et al. verwendet [MKS08].

a) b)
OO0 O DO O

@ -oal®
chgDQOO@Q

c) d)

/QQ/ h
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Abbildung 6.8: Zwischenschritte im Lubachevsky-Stillinger-Algorithmus.

Eines der meistverwendeten CR-Verfahren lisst wiederum Uberlappungen bei der
initialen Kugelplatzierung zu und nutzt diese, um Abstofsungen zwischen den Kugeln
zu motivieren. Anders als bei Jodrey und Tory wird in einem Iterationsschritt
nicht die grofite Uberlappung gesucht, sondern es werden nacheinander (in zufilliger
Reihenfolge) alle Kugeln besucht und verschoben. Die betrachtete Kugel wird dabei
soweit verschoben, dass ihre bisherige Uberlappung beseitigt wird und sie die bisher
iiberlappte Kugel exakt beriihrt. Sollte sie mehrere Kugeln gleichzeitig iiberlappen,
so wird der Mittelwert der Verschiebevektoren verwendet. Auf diese Weise werden
die Uberlappungen nach und nach verringert und der Freiraum der Packung gefiillt

(siche Abbildung 6.9). Es konnen jedoch auch neue Uberlappungen entstehen. Wenn
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kein Fortschritt bei der Beseitigung der Uberlappungen mehr erkennbar ist, dann
schrumpfen die Kugeln ein wenig [HE98, BBS02, BS06|, oder aber der Container
wird vergrofert und jede Kugelposition mitskaliert [HEC99, LZZ08, ZL08§|. Diese
Iterationen werden so lange fortgesetzt, bis die Packung schlieflich einen (nahezu)

iiberlappungsfreien Zustand einnimmt.

a)(@%b

@ @

c) d)

Sasjoess

Abbildung 6.9: Entstehung einer dichten Packung beim Collective Rearrangement durch
Beseitigung der Uberlappungen.

Eine interessante Variante dieses Vorgehens geben Liu und Thompson [LT00] an, die
der Uberlappung an der Zielposition einer Kugel mehr Bedeutung beimessen: Die
vorgesehene Verschiebung wird nur gestattet, wenn die Gesamtiiberlappung dadurch
tatsichlich verringert wird. Eine Verschlechterung (im Sinne der Uberlappungsfreiheit )

wird mit dieser Methode nicht akzeptiert.

Wu et al. [WFLO03] benutzen ebenfalls das Prinzip der Uberlappungsbeseitigung
durch Translationen sowie in den Packungsprozess eingestreute Kugelverkleinerungen.
Allerdings wird eine Kugel mit Radius r hier nicht aufgrund ihrer vorhandenen
Uberlappungen verschoben, sondern es wird innerhalb einer Distanz von 2r von
ihrem aktuellen Mittelpunkt mittels eines Optimierungsverfahrens eine neue Position

gesucht, die das iiberlappte Volumen der Kugel minimiert.

Bei Zhang [Zha06] wird ein CR-Algorithmus fiir die Generierung dichter Zylin-
derpackungen eingesetzt, der die Verschiebung eines Zylinders nicht durch seine
Uberlappungen motiviert. Stattdessen wird jeder Zylinder um einen kleinen, zufalli-
gen Vektor verschoben. Dieses Vorgehen vermeidet zwar die fiir Zylinder im Vergleich
zu Kugeln komplexere Kalkulation der Uberlappung, die ungezielte Stérung der Par-
tikelposition sorgt jedoch dafiir, dass dieser Prozess deutlich langsamer konvergiert
als andere CR-~Verfahren.
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Clarke erweitert das Prinzip des variablen Gréftenverhéltnisses von Container und
Kugeln [CW87, CJ93]: Zunéchst werden die Kugeln mit einer Raumausfiillung
von ¢ = 50 % iiberlappend platziert, um anschlieRend die Uberlappungen durch
Verschiebungen der Kugeln zu beseitigen. Nach einer gewissen Anzahl an Iterationen
wachsen die Kugeln jedoch an. Der durch die Uberlappungen erzeugte Druck steigt
an, die Kugeln drangen sich gegenseitig in noch dichtere Anordnungen. Nach einigen
[terationen werden die Kugelradien schlieflich wieder verringert, und der Zyklus
aus Verschiebungen, Radienvergréfserung, Verschiebungen und Radienverkleinerung
wiederholt sich, wobei der Betrag der Radiendnderung tendenziell verringert wird,
sodass die Packung auch hier in einen iiberlappungsfreien, dicht gepackten Zustand

konvergiert.

Ein génzlich anderer Ansatz wird von Rouille et al. verfolgt [RMT90]|: Eine Kugel ist
im Ursprung positioniert, alle anderen liegen auf einer Kugelschale in einem Abstand
zum Ursprung, der grof genug ist, um Uberlappungen zu vermeiden. Dann wird
eine vom Zentrum ausgehende Anziehungskraft simuliert, sodass sich die Kugeln
geradewegs auf den Ursprung zubewegen. Trifft eine Kugel dabei auf eine weitere, so
kann sie um diese herumrollen. In jedem Iterationsschritt wird jede Kugel nur eine
kurze Distanz bewegt, der Prozess endet mit einer finalen Packung, wenn keine Kugel
mehr (der zentralen Anziehungskraft folgend) bewegt werden kann. Die Autoren
wenden den Algorithmus nur auf zweidimensionale Scheibenpackungen an, doch die

Ergebnisse sind mit denen anderer Methoden vergleichbar.

6.3.3 Diskrete Elemente Methode

Die Diskrete Elemente Methode (DEM) wurde in den 70er Jahren von Cundall und
Strack [CS79] entwickelt, um Probleme der Felsmechanik zu 16sen. Sie beruht auf
einem Vielteilchenmodell diskreter Korper und deren Translation, Rotation und
Kontaktberechnung wihrend eines Zeitschrittverfahrens. Ein grofes Teilgebiet bildet
die von Allen und Tildesley [AT89] begriindete Molekulardynamik (MD), mit deren
Hilfe Wechselwirkungen auf Atom- und Molekiilebene simuliert werden kénnen; MD-
Simulationen werden in der Chemie und angrenzenden Gebieten zur Modellierung

komplexer Systeme verwendet.

DEM-Verfahren kénnen strenggenommen auch als Teilbereich der CR-Algorithmen
aufgefasst werden, denn sie bilden einen dynamischen Prozess nach, was die mog-
liche Neuanordnung bzw. Bewegung samtlicher Partikel wihrend der kompletten

Laufzeit der Simulation mit sich bringt. Im Gegensatz zum CR sind hier jedoch
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keine Relaxationen (wie Partikeliiberlappungen) erlaubt, aus denen unrealistische
Zwischenzusténde folgen. Das Ziel ist vielmehr eine realistische Simulation des Pa-
ckungsprozesses, was die Einbeziehung moglichst aller wirkenden Kréfte bedingt.
Damit eignen sich DEM-Verfahren gut fiir die Abbildung interpartikulérer Krafte
(siehe Kapitel 11).

Die DEM ermoglicht zu jedem Zeitpunkt einen validen Packungszustand. Erkauft
werden Realismus und Genauigkeit durch sehr kurze Zeitschritte, weshalb der Si-
mulationsaufwand schon fiir kleine Packungen und wenige Sekunden simulierter
Realzeit enorme Ausmafie annehmen kann. Dies schrankt die Eignung zur simu-
lativen Bestimmung der Raumausfiillung enorm polydisperser und umfangreicher

Partikelpackungen stark ein.

Von diesen Einschriankungen abgesehen ist die DEM ein veritables Werkzeug zur
Simulation von diskreten Partikelmodellen etwa bei der Betrachtung von Partikel-
fliissen oder Verdichtungsprozessen [Yu04]. In der Literatur finden sich zahlreiche
Anwendungen [MLHO00, LY00, FD00, FD03, Yu04, FDB*06, Hof06, SY07, XZ07,
Faz07, VCO7b|, und auch einige kommerzielle Programmsysteme nutzen diese Tech-

nik [EDE09, PFC08]. Eine weitere Ubersicht gibt Yu [Yu04].

6.3.4 Weitere Methoden

Neben den verschiedenen vorgestellten Verfahren gibt es noch weitere, weniger

gebrauchliche Methoden, die nicht in die obige Klassifikation passen.

Anordnungsoptimierung

Das Problem der optimalen (also méglichst dichten) Anordnung dreidimensionaler
Objekte ist das Pendant zu zweidimensionalen Zuschnittproblemen (engl.: Nesting),
deren Ziel die Minimierung des Verschnitts ist [MCO02|. Die Losungsverfahren bedienen
sich verschiedenster Optimierungsstrategien und konnen mitunter sehr aufwandig und
damit langsam im Vergleich zu anderen Methoden sein, bieten dafiir aber die Chance,
sehr dichte, teils optimale Packungen zu erzeugen; allerdings sind die betrachteten
Probleminstanzen eher klein. Aufserdem geht durch die forcierte dichte Anordnung
der Zufallscharakter der Packung verloren, sodass diese Methoden zur Simulation

von Betonpackungen wenig geeignet zu sein scheinen.

Eine Ubersicht der heuristischen Optimierungsverfahren zur Losung dieser Probleme
bieten Cagan et al. [CSY02], konkrete Beispiele liefern Sachdev et al. [SPGT98| mit
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6. Erzeugung von Kugelpackungen per Simulation

dem Einsatz asynchroner autonomer Agenten, Tkonen et al. [[BK*97], die einen Gene-
tischen Algorithmus verwenden, sowie Georgalli und Reuter [GR08| mit dem Packen
per Simulated Annealing. In den beiden erstgenannten Féllen sind die zu platzierenden
Objekte von komplexer Gestalt, Konvexitét ist keine Voraussetzung. Anwendungen
mit polydispersen Kugelpackungen finden sich hingegen in [SYS03, ARA07|, wihrend
sich Szabo et al. [SMC™07] der optimalen Anordnung monodisperser Kreispackungen

widmen.

Tetraedernetze

Cui und O’Sullivan [CO03| benutzen Tetraedernetze, um eine iiberlappungsfreie
Kugelpackung zu generieren, die dann als Ausgangspunkt einer DEM-Simulation
dient. Der Algorithmus beginnt mit der zufélligen Erzeugung von Punkten im Con-
tainer, fiir die dann eine Triangulation durchgefiihrt wird. Danach werden zunéchst
Inkugeln in die so erzeugten Tetraeder gesetzt, und schlieflich weitere Kugeln an den
urspriinglichen Punkten so platziert, dass sie die Inkugeln beriihren. Abbildung 6.10

zeigt ein Beispiel in zwei Dimensionen.

S OR
w

Abbildung 6.10: Erzeugung einer Scheibenpackung mit Hilfe eines Dreiecksnetzes (nach
[CO03)).

Die Autoren stellen nach einem Vergleich mit einem Random Sequential Adsorption
sowie dem CR-Algorithmus von Jodrey und Tory fest, dass die mit Tetraedernetzen
generierten Kugelpackungen eine geringere Raumausfiillung erzielen als die mit den
konkurrierenden Methoden erzeugte Packungen. Zu beachten ist aukerdem, dass mit

dem vorgestellten Verfahren keine Vorschlagsverteilung realisiert werden kann.

Eine neuere Arbeit von Jerier et al. [JIDD09| stellt eine Weiterentwicklung dieses
Verfahrens vor. Hier werden die Kugeln nacheinander auf den Kanten, Ecken, Seiten-
flichen und in der Mitte der Tetraeder platziert, anschliefend werden verbleibende
Liicken mit Kugeln aufgefiillt, solange dies mit Kugelradien mdoglich ist, die innerhalb
eines vom Benutzer angegebenen Intervalls liegen. So lassen sich zwar minimaler und
maximaler Kugelradius festlegen, die resultierende Verteilung kann jedoch nicht vor-

ausgesagt werden. Durch Vergleiche zeigen die Autoren, dass dieses Verfahren deutlich
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schneller eine iiberlappungsfreie Kugelpackung liefert als ein CR-Algorithmus, aber
erst ab einer gewissen Polydispersitit (P > 5) an dessen resultierende Packungsdichte
heranreicht. Dagegen ist die Koordinationszahl in mit Tetraedernetzen generierten
Packungen recht hoch, da der Algorithmus die Kugeln explizit in Kontakt zueinander

platziert.

Anwendungsmoglichkeiten dieses Verfahrens bieten sich dann an, wenn keine Vor-
schlagsverteilung angegeben ist und die Kugelradien lediglich innerhalb eines Inter-
valls liegen sollen. Jerier et al. geben als Beispiel das Fiillen von Kérpern beliebiger
Geometrie durch Kugeln an, was zum einen die Benutzung solcher Kérper in Simula-
tionsumgebungen ermdéglicht, die nur mit Kugeln umzugehen vermogen, oder zum

anderen auch die Kollisionserkennung beschleunigen kann [WZ09].

Zellularautomaten

Ein zelluldrer Automat (auch: Zellularautomat) besteht aus einem aus Zellen zu-
sammengesetzten reguldren Gitter, einer endlichen Zustandsmenge Z und einer
Uberfithrungsfunktion f: Z"® — Z. Auferdem ist fiir jede Zelle eine Nachbarschaft
(der Grofse n) definiert, iiblicherweise besteht diese aus Zellen in der unmittelbaren
Umgebung. Der Status einer Zelle dndert sich in diskreten Schritten durch Anwen-
dung der Ubergangsfunktion und in Abhéingigkeit vom Status der Zellen in der
Nachbarschaft.

Zelluldre Automaten eignen sich gut fiir dynamische Simulationen, etwa zur Be-
schreibung und Analyse der Durchstromung einer Partikelpackung; andere Beispiele
umfassen die Verkehrssimulation oder Reaktions-Diffusions-Systeme [Wei98|. Insge-
samt lasst sich mit ihnen ein sehr breites Feld an Aufgabenstellungen modellieren,

solange die Probleme raumlich und zeitlich diskret behandelt werden koénnen.

Zur Erzeugung von Partikelpackungen sind zellulare Automaten dagegen nur be-
dingt geeignet. Gerade die hohe Polydispersitit macht eine Eins-zu-Eins-Umsetzung
der Partikel auf Gitterzellen unmoglich, sodass nur noch die Moglichkeit verbleibt,
Partikel wachsen zu lassen, indem die Partikelsamen in verschiedene Zellen einge-
pflanzt werden (Generation der Startkonfiguration) und von dort jeweils immer
mehr angrenzende Nachbarzellen vereinnahmen. Stoppt dieser Vorgang fiir alle so
verbundenen Zellen, sobald eine der Zellen eine mit einem anderen Samen verbundene
Nachbarzelle besitzt, dann modelliert der Zellularautomat den Wachstumsprozess
des Lilypond-Modells.
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Hybride Ansitze

Hybride Ansétze vereinen mehrere der obigen Verfahren, entweder als sukzessive,
in sich abgeschlossene Phasen [FD03, LO09|, oder abwechselnd in jedem Iterati-
onsschritt [NK92, YMT96]. Das ,Rampage'-Programm von Alberts [Alb05] gehort
letzterer Variante an und sei stellvertretend fiir diese Klasse hier vorgestellt: Zu-
néichst werden die Kugeln zufillig im Container positioniert, Uberlappungen sind
zugelassen und spielen bei der Platzierung keine Rolle. In den anschliekenden Iterati-
onsschritten folgt die Beseitigung der Uberlappungen, indem fiir jede Kugel eine aus
ihren eventuellen Uberlappungen resultierende Kraft berechnet wird, die eine kurze
Kugelbewegung bewirkt. Unmittelbar danach folgt eine Uberpriifung der Stabilitéit
der neuen Kugelposition. So kann eine Kugel fallen oder aber an Oberflichen anderer
Kugeln abrollen, bis schlieflich eine stabile Position (d.h. Unterstiitzung durch drei
tieferliegende Kontakte) gefunden wird. Dieser Vorgang wird sukzessive fiir jede
Kugel durchgefiihrt, bevor der néchste Iterationsschritt folgt. Zwischen den Iterati-
onsschritten kann ein Vergrofern oder Kompaktieren des Containers erfolgen, um
Schiitteln zu simulieren. Die Beendigung der Simulation erfolgt bei Unterschreiten

einer Schwelle fiir die Uberlappungen.

6.4 Anwendungen

Neben der Erzeugung eines Modells fiir trockene Betonschiittungen sind die obigen
Methoden auch fiir weitere Anwendungen von Nutzen. Die Geometrie einer zufélligen,
dichten Kugelpackung ist u. a. in Festbettreaktoren zu finden. Hier strémt ein Fluid —
etwa aus Substraten, Gasen oder in Bioreaktoren aus Mikroorganismen bestehend —
durch eine partikuldre Packung aus Glas, Keramik, Kunst- oder Naturstoffen, die
als Katalysator dient. Dieser Prozess kann mittels der lattice-Boltzmann-Methode
in einer dynamischen Strémungssimulation abgebildet werden [Hlu04|. Die Struktur
der Packung bleibt dabei konstant und muss vor Simulationsbeginn vorhanden sein
bzw. generiert werden, wozu die in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen dienen

konnen.

102



6.5. Aus der Literaturauswertung resultierende Entscheidungen fiir die Implementierung

6.5 Aus der Literaturauswertung resultierende

Entscheidungen fiir die Implementierung

Aus der Bewertung des in den vorangegangenen Kapiteln dargestellten umfassenden
Literaturiiberblicks zur rechnergestiitzten Bestimmung der Raumausfiillung von
Partikelpackungen erschliefst sich die Simulation als geeignetste Methode. Zum einen
kann sie dank des hier entwickelten RESOS-Algorithmus als Bewertungsmodul einer
Fraktion im hierarchischen Ansatz eingesetzt werden, um so den Aufwand experimen-
teller Laborarbeit drastisch zu reduzieren. Zum anderen steht die Packungssimulation
aber auch fiir sich allein als eine praktikable Losung zur konstruktiven Ermittlung

der Eigenschaften einer Partikelpackung.

Das néchste Kapitel berichtet ausfiihrlich iiber die Implementierung der Packungs-
simulation in Form eines CR-Algorithmus. Diese Klasse von Simulationsverfahren
birgt — wie oben beschrieben — den Vorteil, dichte Packungen und somit realistische
Raumausfiillungen zu erzeugen. Die Komplexitéit und somit Ausfithrungsdauer der
Simulation liegt zwar hoher als bei RSA-Algorithmen, aber im Allgemeinen noch

deutlich niedriger als fiir DEM-Anwendungen.

Eine fiir die Packungssimulation {iberaus wichtige Containerform ist der Wiirfel,
ermoglicht er doch in Verbindung mit periodischen Randbedingungen die Simulation
eines Volumenelementes, das in alle Achsenrichtungen hintereinandergereiht werden
kann, wodurch die rdumliche Beschrankung entfillt. In der Praxis wird hingegen sehr
héufig ein (Mess-)Zylinder verwendet, um darin eine granulare Packung zu verdichten.
Das in dieser Arbeit implementierte Simulationsprogramm unterstiitzt beide Contai-
nerformen. Fiir den Zylinder kann das Verhéltnis von Hohe zu Durchmesser iiber
eine Konfigurationsdatei (sieche Anhang A.1) vorgegeben werden. Periodische statt
harter Randbedingungen kénnen auf die gleiche Weise fiir alle Seiten des Wiirfels

sowie fiir Grund- und Deckfliche des Zylinders konfiguriert werden.

Bei der Auswahl der in der Implementierung zu verwendenden Samplingmethode
ist die Entscheidung zu Gunsten des deterministischen Samplings getroffen worden,
wobei insbesondere die varianzreduzierende Eigenschaft von Vorteil ist. Aus bereits
in Abschnitt 6.1.3 genannten Griinden wird hier der Median-Variante der Vorzug
gegeben. Da die weiteren, oben beschriebenen Samplingmethoden fiir verschiedene
Testfélle niitzlich sein konnen, wurde fiir sie ebenfalls Programmcode entwickelt.
Uber Priprozessoranweisungen lisst sich die gewiinschte Methode im Quellcode vor

dem Kompilieren auswéhlen, voreingestellt ist jedoch das deterministische Sampling.
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Kapitel 7

Implementierung der

Packungssimulation

Dieses Kapitel beschreibt zum einen die Struktur des im Rahmen dieser Arbeit
entwickelten Simulationsprogramms sowie die Wechselwirkung seiner Komponenten,
und gibt zum anderen iiber implementierungstechnische Details einiger der in den

vorherigen Kapiteln eingefithrten Methoden und Eigenschaften Auskunft.

7.1 Struktureller Aufbau des Simulationssystems

Das Simulationssystem ist objektorientiert modelliert und in der Programmiersprache
C++ umgesetzt worden, daher finden sich einige Begriffe der realen Welt in den Klas-
sennamen des Programmcodes wieder. Die aus Anwendersicht wichtigsten Objekte
Mischung, Fraktion und Packung bilden das Riickgrat des Systems, ihre jeweilige

Rolle im Gesamtkontext ist im Ubersichtsdiagramm in Abbildung 7.1 dargestellt.

— —

— /Schleife fur hierarchische Fraktionierung, N
e wenn Anzahl der Fraktionen > 1
/ Bildschirm /

: _ K
y /

g Mischung Fraktion Packung || Ausgabe 7

Mischungs- g

datei )
Datei

Abbildung 7.1: Die Hauptkomponenten des Programms im Zusammenspiel.

Nach dem Programmstart und der Verarbeitung der Konfigurationsdatei wird das
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Objekt Mischung erzeugt, welches zu diesem Zweck Daten einer Mischungsdatei
verarbeitet. Anschliefsend folgt die Konstruktion eines Objekts vom Typ Fraktion, es
repréasentiert immer die aktuell betrachtete Fraktion — zu Beginn also die erste. Nach
Ausfithrung eines Sampling-Algorithmus enthélt dieses Objekt alle relevanten Daten
iiber die Fraktion und hat den enthaltenen Kugeln zudem konkrete Durchmesser
zugeordnet. Sobald diese vorbereitenden Mafsnahmen abgeschlossen sind, konnen die
Kugeln im Container platziert und mittels Collective Rearrangement zu einer dichten
Packung angeordnet werden. Die Kugelmenge ist jetzt mit dem Packung-Objekt
assoziiert, das aufserdem sdmtliche Kennzahlen der Packung verwaltet. Die Ausgabe
der Ergebnisse erfolgt schlieflich auf dem Bildschirm sowie optional in einer Datei.
Sollte die gewiinschte Anzahl der Fraktionen noch nicht erreicht worden sein, so wird
die Fraktionsnummer inkrementiert und ein Sprung zum Beginn des Samplings l&sst

die gesamte Prozedur auf die néchste Fraktion wirken.

Eine andere Betrachtungsweise fiir das Grundgeriist stellt sich in Algorithmus 7.1 dar,
der als Ausschnitt der duferen Kontrollstruktur, also gewissermafsen des Hauptpro-
gramms, zu verstehen ist. Die angegebenen Variablen haben die gleiche Bedeutung

wie in Kapitel 5.

Algorithmus 7.1 Ausschnitt aus der dufferen Kontrollstruktur.

Benotigt: n = Anzahl der Fraktionen
‘/gesamt ~ 0
fori=1,...,ndo
Fraktion F; mit Sample S; erzeugen
if i >1AC(Fy,...,F;_1) > L(F;) then // keine Simulation nétig
C(Fl, R 7Fz) <~ C(Fl, R ,E_l) + Vakt(S,-)
else
Simulation initialisieren (Phase 1: Kugelplatzierung)
Simulation starten mit Abbruchparameter C'(Fy, ..., F;_;) (Phase 2: CR)
Packung auswerten
Daten der Packung ausgeben bzw. in Datei schreiben
end if
‘/gesamt <~ ‘/gesamt + ‘/akt(Si)
end for
¢ <= Veesamt / C*(F1, ..., Fy)
Ausgabe der Ergebnisse
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7.2 Ermittlung der Eigenschaften von CR-Prozess
und Packung

Die folgenden Abschnitte dienen zur Erlduterung der Implementierung einiger — teils
bereits eingefithrter — Kennzahlen, die zur Bewertung sowohl des Simulationsverlaufs

als auch der fertigen Packung dienlich sind.

7.2.1 Uberlappungsrate

Definition 7.2.1.1 Die Uberlappungsrate gibt die relative Stirke der gegenseitigen
Uberlappung zweier Kugeln an, indem die Uberlappung zur Radiensumme der Kugeln
ins Verhdaltnis gesetzt wird. Sie betrdgt

ritr—|Ti— |

e firry+r; > |2, — 25

Oij =
0, sonst

mit den Kugelradien r; und r; und den Mittelpunkten Z; und ;. Seien o = (0;;) und

Omaz = Max o0;; Vi # j die mittlere bzw. die mazimale Uberlappungsmte der Packunyg.

Das Unterschreiten einer gewissen Toleranzschwelle oz der (mittleren oder ma-
ximalen) Uberlappungsrate dient als Abbruchkriterium der Packungssimulation;
die Packung wird zu diesem Zeitpunkt als quasi iiberlappungsfrei angesehen. Um
den Fehler beziiglich der erreichten Packungsdichte abzuschétzen, kann ermittelt
werden, welche Auswirkungen die verbleibenden Uberlappungen haben. Hierfiir lisst
sich folgende Uberlegung anstellen: Zur Beseitigung der Uberlappungen kann der
Container vergrofert werden, oder — analog dazu — jede Kugel schrumpfen. Dazu
muss jeder Kugeldurchmesser mit dem Faktor 1 — oy, multipliziert werden. Dies

wirkt in der dritten Potenz auf das Volumen, sodass

¢* = ¢(1 - Omax>3 (71)

die Raumausfiillung einer {iberlappungsfreien Packung ergibt. Fiir groke Packungen
ist es sinnvoller, o statt oy, fiir das Abbruchkriterium zu betrachten. Eingesetzt
in Gleichung 7.1 ergibt sich dann die Raumausfiillung einer Packung, bei der die

meisten Uberlappungen beseitigt sind, sieche Abb. 7.2.

Uri et al. wahlen fiir das Rampage-Modell eine Toleranzschwelle von oz;,; = 0,005

fiir eine monodisperse Packung [UWAT06], He et al. betrachten eine Packung mit
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Abbildung 7.2: Ausschnitt aus dem Histogramm der Uberlappungsraten einer Packung
mit 10000 Kugeln und 19 277 Uberlappungen. Die maximale Uberlappungsrate betrigt
Oomax = 0,0076696, die gestrichelte Linie markiert die Schwelle oz;; = 0,0002.

0zie1 = 0,0005 [HE98| bzw. oz = 0,0002 [HEC99] als tiberlappungsfrei, bei Nolan
und Kavanagh gilt oz, = 0,002 [NK92]. Im in dieser Arbeit entwickelten Simu-
lationsprogramm ist die Zieliiberlappungsrate iiber die Konfigurationsdatei (siehe
Anhang A.1) frei wéahlbar, der voreingestellte Wert betrégt oz = 0,0002. Damit
ist ¢* =~ 0,9994¢ und wegen 0 < ¢ < 1 wird die Raumausfiillung um maximal 0,06
Prozentpunkte iiberschéitzt, was angesichts moglicher Messfehler bei der Bestimmung
der Korngrofenverteilung und vorgenommener Modellvereinfachungen (Kugel als
Kornform) nicht ins Gewicht fallt.

7.2.2 Koordinationszahl

Die Koordinationszahl einer simulierten Kugelpackung ist abhéngig von der Definition
von , Kontakt®, also dem maximalen Abstand zweier Kugeln D, bis zu dem man
unter Beriicksichtigung der Modellvereinfachungen von einer Beriihrung der Kugeln
spricht. In der Theorie ist D, = 0, doch fiir die Simulation mittels CR muss ein
groferer Wert gewdhlt werden, da der Algorithmus in der Regel statt echter Kontakte
leichte Uberlappungen produziert; allerdings kommen ebenso minimale Absténde vor,

die numerischen Ungenauigkeiten geschuldet sind. In der Literatur werden dariiber
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nur wenige Angaben gemacht, Yang et al. etwa werten fiir monodisperse Packungen
mit Kugeldurchmesser d einen Abstand bis D, = 0,005d als Kontakt [YZY03]. Im
vorliegenden Simulationsprogramm ist D. = 0,006(r; + ;) fiir zwei Kugeln mit

Radien r; bzw. r; implementiert.

7.2.3 Paarkorrelationsfunktion

Die Paarkorrelationsfunktion (siehe Kapitel 2.2.2) kann fiir eine simulierte Packung
bestimmt werden, indem ein Histogramm der Mittelpunktsabstéinde aller Kugelpaare
(k;, k) mit j # [ angelegt wird. Ein Parameter s bestimmt die Klassenbreite bezogen
auf den kleinsten Durchmesser aller Kugeln d,,;,,, zugleich sind die Klassenmittelpunk-
te r; der K Klassen so auf 0,s,2s,..., (K —2)s, (K — 1)s festgelegt. Die i. Klasse
enthélt somit die Anzahl aller Kugelmittelpunktspaare mit Abstand ¢, fiir die

Tz—§§(5<7’1+§ < (1—1,5)335<(1_075>57 Z:177K

gilt. Mit der so bestimmten Klassenhdufigkeit n(r;) ergibt die relative Haufigkeit der
einzelnen Mittelpunkte der mit r; identifizierten Klasse dann n(r;)/(N/2) = 2n(r;) /N,

und das Volumen der zugehorigen Kugelschale mit Dicke s betrégt

w0 =3 () e b=2) =5 (23 - ()

fir i = 2,..., K. Als Ausnahme gilt fiir die Kugelschale der 1. Klasse Vg(ry) =

%77' (%)3, da negative Abstdnde zwischen den Kugelmittelpunkten nicht existieren.

Thre tatséchliche Klassenbreite betrégt also s/2.

Aus der Gleichung (2.2) zusammen mit der Anzahl der Mittelpunkte pro Container-

volumen a = N/V¢ kann die Paarkorrelationsfunktion durch

S n(r;)
g(,m) - a - 2 S 3 S 3
N‘gﬂ((rﬂri) —(ri—3) ) a

an den Punkten r; bestimmt werden, diese Daten exportiert das Simulationsprogramm
in eine csv-Datei. Ein externes Tool kann dann eine Kurve wie in Abb. 2.6 oder

Abb. 7.3 erzeugen, die Werte zwischen den r; sind per Interpolation bestimmt.
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g(r)
|

r/d]_

Abbildung 7.3: Beispiel einer Paarkorrelationsfunktion, hier fiir eine bidisperse Packung
mit di = 1 und dy = 4.

7.2.4 Weitere Eigenschaften

Zur Berechnung der Oberflache O; einer Kugel k; wird die Formel
Oi = 7Td12

benutzt, dabei ist d; der Durchmesser von k;. Die volumenbezogene spezifische
Oberfliche der Packung wurde bereits in Definition 2.2.1.4 vorgestellt und kann

wie dort angegeben ermittelt werden.

Fiir die Bestimmung der Packungsdichte einer Kugelpackung gilt die in Definiti-

on 2.2.1.1 angegebene Berechnungsvorschrift.

Die Berechnung des gewichteten durchschnittlichen Mittelpunktes erfolgt mit

der in Definition 2.2.2.2 angegebenen Formel.

7.3 Ablauf der Simulation

Nachdem in Abschnitt 7.1 die Einbettung des eigentlichen Simulationsmethode in

das Gesamtsystem dargestellt wurde, folgt nun eine Beschreibung der fiir die Kugeln
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relevanten Vorgénge , Erzeugung”, ,Platzierung” und ,Neuanordnung“. Abbildung 7.4

zeigt diese als Teil ihrer Klassen.

Fraktion Simulation
Kugeln o | Kugeln Kug®
erzeugen - platzieren verschieben

Abbildung 7.4: Einbettung der fiir die Kugeln relevanten Aktionen in die Klassen Fraktion
und Simulation.

7.3.1 Erzeugung der Kugeln

Bei Verwendung von Einzelkugeln werden diese durch die Klasse Fraktion gene-
riert, die Spezialklasse FraktionMult ist hingegen fiir die Schaffung von Partikeln

vorgesehen, die aus mehreren Kugeln aufgebaut sind.

Die fiir die Erzeugung notwendigen Kugeldurchmesser gewinnt die Fraktion-Klasse
aus den im Mischung-Objekt enthaltenen Mischungsdaten unter Anwendung eines
der in Kapitel 6.1 beschriebenen Samplingverfahren. Voreingestellt ist hier das
deterministische Sampling (Abschnitt 6.1.2), iiber Praprozessoranweisungen kann
ebenso eines der anderen vorgestellten Verfahren eingesetzt werden. Nach vollendetem

Sampling muss die im Folgenden beschriebene Anpassung berticksichtigt werden.

Beschrankung der maximalen Randkugelgrofie

800' OOD

Abbildung 7.5: Einzig die grofite Kugel bestimmt die Containergrofse, der verbleibende
Raum ist grofler als das fiir die restlichen Kugeln tatséchlich benotige Volumen.

Die Einbettung der Simulation in das hierarchische Verfahren aus Kapitel 5 erfordert
eine eventuelle Anpassung des groften Kugeldurchmessers. Da sich keine Kugel selbst
iiberlappen darf, kann der Container zu Beginn der Simulation und auch wahrend
der CR-Iterationen nicht weiter verkleinert werden, als es die grofste Kugel (mit

Durchmesser d,.x und Volumen V,.) zuldsst. Die Containerseitenléngen gleichen
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dann dp., und das Containervolumen betrigt Vo = d2,,.. In einem solchen Fall
passiert es héaufig, dass die iibrigen Kugeln das Restvolumen im Container nicht
ausfiillen konnen — die Raumausfiillung der aktiven (kleinen) Kugeln wird wegen
dieser Limitierung filschlicherweise zu niedrig bewertet (siche Abb. 7.5). Abhilfe
schafft eine Beschrankung des Durchmessers der groftten Kugel, sodass das benotigte
Volumen der weiteren Kugeln C, garantiert ausreicht, um das restliche Volumen

zumindest auszufiillen. Sei im Folgenden

das Gesamtvolumen aller Kugeln abgesehen von der grofiten, und ¢, = V,/C, die

Raumausfiillung dieser Kugeln. Gefordert wird

Ca Z d3 - Vmax

max

s
= Ca > df’nax - gdfnax
C
3 a
@ dmax S 1 _ T
6

Zusammen mit der Definition der Raumausfiillung ergibt sich

3. < Va

max = m (7.2)

Nun besteht eine Abhéngigkeit der maximalen Kugelgrofse von der Raumausfiillung
¢, der iibrigen Kugeln. Da diese nicht im Voraus bekannt ist, hilft nur die sehr

allgemeine Abschétzung
0< g, <1

Eingesetzt in Gleichung 7.2 ergibt dies fiir die maximale Kugelgrofse

V. V.
d?nax— a7r< £ m
1_6 ¢a( _€>
S dypax < ¢ Yo
=3

Die Anpassung des Durchmessers erfolgt somit durch

d®W .= min (dfﬁg, 3 1L) .

s
6
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Diese Mafnahme verdndert selbstverstindlich die Korngrofsenverteilung des Samples
und darf daher nicht in der letzten Fraktion angewendet werden, da dort eine aktive
Kugel die grofste Kugel darstellt. In allen anderen Fraktionen bilden Randkugeln
hingegen eine Approximation der Umgebung fiir die aktiven Kugeln und werden
in nachfolgenden Fraktionen exakt als aktive Kugeln eingefiihrt. Die Groéfenbe-
schrankung einer einzelnen Randkugel ist somit unproblematisch, zumal sie in einem
Grofenbereich erfolgt, in dem die Kugel auf die deutlich kleineren aktiven Kugeln

ohnehin wie ein glatter Rand (mit vernachldssigharem Krimmungsgrad) wirkt.

Sollte andererseits die zu simulierende Mischung zu wenig feines Material aufweisen,
um die Liicken zwischen den grofsen Partikeln zu fiillen, so ist eine Situation wie
in Abb. 7.5 tatséchlich repriasentativ und die oben beschriebene Korrektur der
maximalen Kugelgrofe verursacht einen Fehler: die Raumausfiillung der aktiven
Kugeln der betreffenden Fraktion wird falschlicherweise zu hoch angesetzt. Dass
dieser Fehler jedoch keine Auswirkungen auf das Endresultat hat, zeigt Abb. 7.6. Der
Container in der letzten Fraktion wird in diesem Fall nur durch die aktiven grofsen
Partikel bestimmt; inwieweit die kleineren Fraktionen den Leerraum auffiillen, dndert
nichts an der absoluten Grofse des Containers. Die Gesamtraumausfiillung berechnet
sich aus dem Quotienten aus der Summe aller Kugelvolumina und diesem kleinsten

Containervolumen, das allen Kugeln Platz bietet.

-

Abbildung 7.6: Seltener Fall sich beriihrender Kugeln in der letzten Fraktion. Die geringere
(links) oder hohere (rechts) Packungsdichte der Kugeln vorheriger Fraktionen hat keine
Auswirkungen, der Container wird nur durch die grofsen Kugeln bestimmt.

7.3.2 Initiale Kugelplatzierung

Der verwendete CR-Algorithmus sorgt iterativ fiir eine Angleichung der Uberlappungs-
raten und fiir eine gleichméfige Verteilung des Leerraums innerhalb der Packung. In
diesem Kapitel wird dargestellt, wie solche Bestrebungen schon durch eine intelligente
Anfangsplatzierung der Kugeln im Container unterstiitzt werden konnen. Deshalb
wird eine 1. Phase der Kugelplatzierung vor die 2. Phase der CR-Iteration

gesetzt. Allerdings darf der in dieser ersten Phase betriebene Aufwand nicht aufter
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Acht gelassen werden.

Naive Anfangsplatzierung

Das naive Vorgehen in dieser Phase wire eine rein zuféllige Positionierung der Kugeln
innerhalb des Containers. Dazu wird die Menge der Kugeln in beliebiger Reihenfolge
durchlaufen, und ein Zufallsgenerator erzeugt nacheinander die Koordinaten des
Mittelpunktes jeder Kugel, sodass die Kugeln gleichverteilt im Container platziert
werden. Der Algorithmus 7.2 zur Platzierung einer einzelnen Kugel unterscheidet
zwischen periodischen und harten Randbedingungen an der Containerwand, eingesetzt

in den Pseudocode des Algorithmus 7.3 ergibt dies die naive Anfangsplatzierung.

Algorithmus 7.2 Zufillige Platzierung einer Kugel im wiirfelférmigen Container.

Benotigt: [ = halbe Seitenldnge des im Ursprung zentrierten Containerwiirfels
Benotigt: » = Radius der Kugel
if periodische Randbedingungen then
x < gleichverteilte Zufallszahl aus [, []
y < gleichverteilte Zufallszahl aus [, ]
z <= gleichverteilte Zufallszahl aus [—1, (]
else // harte Randbedingungen
x < gleichverteilte Zufallszahl aus [—1 + 7,1 — 7]
y < gleichverteilte Zufallszahl aus [—1 4 r, 1 — 1]
z < gleichverteilte Zufallszahl aus [~ + r,] — r|
end if

return z,vy, 2

Algorithmus 7.3 Naive zufillige Platzierung der Kugeln.
Benotigt: N = Anzahl der Kugeln
Generiere zuféllige Permutation p(1),...,p(/N) der Kugelindizes
fori=1,...,N do
platziere Kugel k)
end for

Uberlappungsreduzierende Anfangsplatzierung

Eine Anfangsplatzierung, die von Beginn an fiir eine deutlich homogenere Packungs-
struktur sorgt, kann durch eine Kombination aus dem Simple Sequential Inhibition-
Modell (SSI-Modell, siche Abschnitt 3.5) und einer Threshold-Accepting-Methode
erzielt werden. Es empfiehlt sich, die Kugeln dafiir zunéchst in eine nach absteigendem

Durchmesser sortierte Reihenfolge zu bringen, da grofe Kugeln zu Beginn nahezu
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iiberlappungsfrei platziert werden konnen, wogegen es am Ende schwierig wird, fiir
sie eine giinstige Position mit wenigen Uberlappungen zu vorhandenen Kugeln zu
finden, wihrend dies fiir kleinere Kugeln weniger problematisch ist. Im Folgenden
bezeichnet k; die grofste und ky die kleinste Kugel, fiir die Radien rq, ..., ry gilt

also r; > r; wenn i < j.

Das urspriingliche SSI-Modell gestattet keine Uberlappung bei der Positionierung
einer Kugel. Findet sich fiir eine Kugel nicht genug freier Raum, so wird diese nicht in
die Packung aufgenommen. Dies ist fiir die Realisierung des Samples nicht wiinschens-
wert, daher soll diese Bedingung hier relaxiert werden: Eine zufillig ausgewahlte
Position fiir die Kugel k; wird genau dann akzeptiert, wenn keine der Uberlappungs-
raten o;; von k; und einer Nachbarkugel £; einen Schwellwert s; tibersteigt, und somit
max{o;;: k; ist Nachbar von k;} <'s; gilt. Andernfalls werden die s; tibersteigenden

Uberlappungsraten aufsummiert zu

J#i
mit
0, wenn o < s;
0;j, sonst

und es wird fiir diese Kugel k; eine neue zufillige Position ermittelt. Um der mit
zunehmender Kugelanzahl steigenden Schwierigkeit, eine giiltige Position zu finden,
entgegenzuwirken, ist ein langsamer, streng monotoner Anstieg des Schwellwertes
vorgesehen, d. h. s; > s; fiir i > j. Da es vorkommen kann, dass eine Kugel auch unter
Berticksichtigung des Schwellwertes keine giiltige Position findet, wird die maximale
Anzahl der Platzierungsversuche pro Kugel auf einen fixen Wert m beschrankt. Gelingt
innerhalb dieser Versuche keine Platzierung mit max{o;;: k; ist Nachbar von k;} <
s;, so wird die beste der m getesteten Positionen gewéhlt, d. h. diejenige, fiir die o;

minimal ist. Der Algorithmus 7.4 skizziert den Platzierungsvorgang in Pseudocode.

Es ist zu beachten, dass dieser Algorithmus fiir m = 1 gerade die naive Anfangsplat-
zierung aus dem vorhergehenden Abschnitt realisiert, allerdings unter Anwendung

einer nach absteigenden Kugelgréfien geordneten Reihenfolge.

Auswirkungen der Parameterwahl

Aus einer 30.000 Kugeln umfassenden polydispersen Mischung wurde per Collec-

tive Rearrangement eine Packung erzeugt, dabei kam die Methode der iiberlap-
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Algorithmus 7.4 Uberlappungsreduzierende Platzierung der Kugeln mit maximal
100 Versuchen je Kugel.

Bendétigt: N = Anzahl der Kugeln
Benoétigt: r; > r; fiir i < j // Kugeln nach absteigendem Radius sortiert
m <= 100 // maximale Anzahl der Platzierungsversuche
fori=1,...,N do
s; =04 JZ\‘[__II
a < 0 // Zahler der Platzierungsversuche
0; <= 00
repeat
a<=a+1
platziere Kugel 7
for all j #4 i do
if 0;,; > s; then // o;; iiberschreitet Schwellwert und wird gezahlt
0; < 0; + 0ij
end if
end for
if 0; < of then // neues Optimum gefunden
0] <=0, T, =X, Y, = Ui, 2 & 7
end if
until o, =0Va=m
T &Y S Y,z e
end for
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pungsreduzierenden Anfangsplatzierung zum Einsatz. Die maximale Anzahl der

Platzierungsversuche wurde zwischen m = 1 (naive Platzierung) und m = 1.000

variiert.
m=1
m=10 I
m =100 I
m=1.000 - B Platzierung
O CR-lteration

I I I I
100 200 300 400 500 600

o

Laufzeit [sek]

Abbildung 7.7: Aufwand der tiberlappungsreduzierenden Platzierung und der anschlie-
fsenden Iteration mittels Collective Rearrangement fiir verschiedene maximale Platzierungs-
versuche.

m=1- F--- | e ]

m=10 - F--| | @ f-----mmeeeeeeeaoao o ]
m=100 4 f-4 | |-----------mmmemiii oo .
m=1000- }-4 | f----------emmemi oo .

I I I I I I

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Uberlappungsrate

Abbildung 7.8: Boxplot der Uberlappungsraten nach iiberlappungsreduzierender Platzie-
rung mit verschiedenen maximalen Platzierungsversuchen. 50 % der Raten liegen in der
grauen Box, der schwarze Balken gibt jeweils den Median an.

Abbildung 7.7 zeigt die Auswirkungen des Parameters m auf die Rechenzeit. Ein
hoherer Wert steigert zwar den Aufwand der Platzierung, verkiirzt aber dafiir auch
die nachfolgende Iteration der Collective Rearrangement-Methode. Fiir die vier
untersuchten Werte liefert m = 100 die minimale Gesamtdauer. Auch die Boxplots

der Uberlappungsrate in Abbildung 7.8 bestitigen fiir diesen Wert eine gegeniiber
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der naiven Platzierung gleichméfigere Verteilung, was selbst durch m = 1.000 nur

unwesentlich verbessert werden kann.

Einen visuellen Eindruck vermitteln die Schnittebenen in den Abbildungen 7.9 a)-7.9
d), aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden hier bidisperse Packungen aus jeweils
10.000 Kugeln erzeugt. Mit steigender Anzahl der Platzierungsversuche nimmt die
Homogenitat der Packungsstruktur sichtbar zu, die Verbesserung gegeniiber der

naiven Platzierung in Abbildung 7.9 a) ist deutlich erkennbar.

a)m=1 b) m =10
10000 Partikel, Simulationsbeginn
10 Platzierungsversuche
® . °® c..
o'..‘ ® ‘ ¢ : ‘
Y AR5
w K .
T “ r
" . i o g, <203 96, S0q
; ) o : o0 0%%e
¢) m =100 d) m = 1.000
10000 Partikel, Simulationsbeginn 10000 Partikel, Simulationsbeginn
100 Platzierungsversuche 1000 Platzierungsversuche
@ L)
° ¢ ? ..
reg it
s %%

Abbildung 7.9: Schnittebenen durch eine bidisperse Kugelpackung nach erfolgter An-
fangsplatzierung mit unterschiedlicher maximaler Anzahl der Platzierungsversuche m.

Einen guten Kompromiss zwischen Aufwand und Ergebnis bietet die Beschrénkung

118



7.3. Ablauf der Simulation

auf maximal 100 Versuche, weshalb im Simulationsprogramm Algorithmus 7.4 mit

m := 100 eingesetzt wird.

7.3.3 Collective Rearrangement

Die implementierte Methode des Collective Rearrangements orientiert sich am Algo-
rithmus von He et al. [HEC99], enthélt jedoch zahlreiche Variationen und Neuerungen.
Ein wichtiges Merkmal des Algorithmus besteht darin, dass dieser die Kugeldurch-
messer wiahrend des kompletten Ablaufs konstant héalt, sodass neue Impulse fiir
das Collective Rearrangement nur iiber Gréflendnderungen des Containers erfolgen
kénnen, was in diesem Kapitel noch genauer beschrieben wird. Zunéchst soll jedoch

die Neuanordnung der Kugeln dargestellt werden.

Der Algorithmus behandelt in einem Iterationsschritt nacheinander jede Kugel, dabei
wird die Reihenfolge, in der die Kugeln besucht werden, stets zufillig variiert, um
(zumindest theoretisch mogliche) Endlosschleifen bei der Kugelverschiebung nach
Moglichkeit zu vermeiden. Nach jedem Iterationsschritt wird gepriift, ob die zur
Beendigung der Simulation fithrende Ziel-Uberlappungsrate erreicht wurde (siche
Abschnitt 7.2.1) und falls nicht, so wird mit der Iteration fortgefahren.

Ein Iterationsschritt besteht in der Verschiebung jeder einzelnen der N Kugeln, wobei
sich die Verschiebungen in Richtung und Starke unterscheiden. Eine Verschiebung
einer Kugel k kann entweder (wie in den meisten Féllen) durch die Uberlappung mit
anderen Kugeln motiviert sein, oder — falls & weder Uberlappungen noch Kontakte mit
anderen Kugeln besitzt — dafiir sorgen, dass k in Richtung der néchstliegenden Kugel
verschoben wird, um anschliefsend einen Kontakt zu besitzen. Kugeln mit Kontakten
und ohne Uberlappungen verbleiben an ihrer Position; da jedoch exakte Kontakte
wahrend des Simulationslaufs sehr selten vorkommen und wegen der stédndigen
Neuanordnung nicht lange erhalten bleiben, kann davon ausgegangen werden, dass

tatsachlich jede Kugel in jedem Iterationsschritt bewegt werden muss.

Das Heranriicken einer Kugel k; (mit Radius r; = d(k;)/2) an ihren néchsten Nachbarn
k; (mit Radius r; = d(k;)/2) ist in Abbildung 7.10 dargestellt. Die neue Position

—(neu

T, ) des Kugelmittelpunktes kann mit

—»(neu) = —
T, =x; + Uij
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berechnet werden, dabei wird der Verschiebungsvektor

L Sl =iy

|85l

Uij = sz mit sz‘ = ZL‘j — T

benutzt.

Abbildung 7.10: Verschieben einer freien Kugel, sodass ein neuer Kontakt entsteht.

Die Beseitigung einer einzelnen Uberlappung kann auf dhnliche Weise vollzogen

werden, wie Abbildung 7.11 zeigt. Es ist

—(neu) o -
x,; = T; -+ Uij

unter Benutzung des Verschiebungsvektors

]

Abbildung 7.11: Verschieben einer Kugel, um eine einzelne Uberlappung zu beseitigen.
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Wenn eine Kugel durch mehrere Nachbarkugeln iiberlappt wird (was haufig der
Fall ist), muss ein Kompromiss fiir die neue Position gefunden werden. Seien die
Indizes der k; iiberlappenden Kugeln in der Menge Z; gesammelt. Es soll also
ein Gesamtverschiebungsvektor o; bestimmt werden, der jeden einzeln berechneten
Verschiebungsvektor ¢;; mit j € Z; angemessen beriicksichtigt. He et al. benutzen

dazu den Mittelwert .
Ui = m Z Vij,

JEL;
jedoch entstehen durch diesen Ansatz Probleme bei der Vergréferung des Containers,

wie spater noch beschrieben wird.

Eine Aktualisierung der Kugelposition wird immer sofort vorgenommen, sodass eine
unterschiedliche Reihenfolge bei der Behandlung der Kugeln tatséchlich zu verschie-
denen Konfigurationen fithren kann. Diese Vorgehensweise erlaubt eine schnellere
Simulation als die Alternative, welche darin besteht, die Verschiebungen nur vorzu-
merken, jedoch nicht auszufiihren, bevor in einem Iterationsschritt nicht fiir alle

Kugeln eine neue Position berechnet wurde.

Variante: Bei Uberlappung nur kleinere Kugeln verschieben

Neben der von He et al. vorgesehenen Prozedur, jede einzelne Kugel basierend auf allen
ihren Uberlappungen und unabhéingig von der Art ihrer iiberlappenden Nachbarn
zu verschieben, wurde auch eine Variante getestet, bei der die k; iiberlappenden
Kugeln mit kleinerem Radius als k; bei der Berechnung des Verschiebungsvektors
unberiicksichtigt blieben. Dies sollte in gewisser Weise die Trégheit grokerer Kugeln

abbilden: grofsere Partikel verschieben kleinere Partikel.

Im Ergebnis zeigt sich jedoch kein Vorteil dieser Variante. Das Gegenteil ist der
Fall: Die Packungsdichte konvergiert nicht, sondern stagniert auf sehr niedrigem
Niveau, dabei zeigen sich zu Beginn der Simulation im Vergleich deutlich héhere

Bewegungsweiten.

Das Scheitern dieser Variante kann als Beispiel dafiir angesehen werden, dass es
keinesfalls notwendig und teilweise sogar hinderlich ist, den Packprozess realistisch
abzubilden, um ein zufriedenstellendes Endergebnis zu erzeugen, das als realitdtsnahes

Modell dienen kann.
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Variante: Stérung der Verschiebung bei der Uberlappungsbeseitigung

He et al. schlagen in ihrem Algorithmus eine kleine Stérung der Position einer Kugel
mit weniger als 4 Kontakten vor. Diese ,Vibration® sollte in jedem Iterationsschritt
auf alle in Frage kommenden Kugeln angewandt werden; als Motivation dient die
Annahme, dass solche Kugeln Briicken bilden (vgl. Abbildung 6.7), die fiir eine dichte

Packung hinderlich sind und auf diese Weise beseitigt werden konnen.

Im vorliegenden Simulationsprogramm hat diese Methode jedoch keine messbare
Verbesserung der Packung oder des Packprozesses bewirkt, sodass darauf verzichtet
wird. Zusétzlich wurde eine noch radikalere Vorgehensweise getestet: Die Storung der
Position ausnahmslos jeder Kugel in jedem Iterationsschritt. Wie leicht einzusehen ist,
kann diese Strategie durch einen gestorten Verschiebungsvektor umgesetzt werden,
implementiert wurde jedoch wie bei He et al. eine ungestorte Verschiebung mit einer
daran anschlieffenden, separaten Storung der Zielposition. Sei Z; der Ortsvektor der

ungestorten Zielposition und r; wieder der Kugelradius, dann bildet der Vektor

die gestorte Position, wobei s; ; fiir j = 1,2, 3 per Zufallsgenerator unabhingig und

gleichverteilt aus dem Intervall [—0,017;, 0,017;] bestimmt wird.

Die Hoffnung hinter dieser radikaleren Losung besteht darin, einer Kugel so eine
Verschiebung zu ermoglichen, die zu einer weniger stark iiberlappten Zielposition
fithrt, z. B. dadurch, dass eine Kugel auf diese Weise durch eine andere hindurch

bewegt wird und im dahinter liegenden Porenraum Platz findet.

Aber auch mit dieser Variante ist keine offensichtliche Verbesserung moglich. Da die
Storungen zufallsbedingt ebenso Verschlechterungen in der Packungskonfiguration
hervorrufen, erhéhen sich die Bewegungsweiten der Kugeln im Mittel, sodass die
wahrend der Iteration bestehende raumliche Kohérenz schlechter ausfallt, was schliefs-
lich auf Grund der implementierten Nachbarschaftssuche (siehe Kapitel 8) zu einer
Verlangsamung der Simulation fiihrt. Aufserdem steht diese Variante der Konvergenz
der Packungsstruktur entgegen, sodass weitaus mehr Iterationen benotigt werden,

um zu einem Ergebnis zu gelangen.
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Expansionspolitik fiir den Container

Obwohl die Veranderung des den Kugeln zur Verfiigung stehenden Raumes fiir diesen
Algorithmus essenziell ist, geben He et al. keine exakten Regeln fiir die Zeitpunkte
der Containervergrofserung an; lediglich die Abhéngigkeit der Vergrofserung von
der aktuellen durchschnittlichen Uberlappungsrate o (siehe Definition 7.2.1.1) ist
dokumentiert. In der vorliegenden Arbeit wird darum eine eigene, mehrschichtige

Strategie vorgestellt.

Jede Verdnderung der Containergréfie stellt einen Eingriff in die Packungsstruktur
dar und unterbricht den Vorgang der Uberlappungsbeseitigung durch gegenseitiges
Verschieben der Kugeln. Aus diesem Grund sollte der Container nicht in jedem Itera-
tionsschritt expandiert werden — grundséatzlich bieten sich zwei weitere Moglichkeiten

an:

1. Vergroferung in einem festen Intervall, d. h. nach einer konstanten Anzahl an

Iterationsschritten, oder
2. VergroRerung des Containers immer dann, wenn die Uberlappungsrate stagniert.

Hier sollen diese beiden nachfolgend erléduterten Strategien miteinander kombiniert

werden.

Reguliare Vergrofierung: In einem festen Intervall von S Iterationsschritten wird
der Container vergrofsert, also immer dann, wenn fiir die aktuelle Iterationsnummer i
die Bedingung ¢ mod S = 0 gilt. Allerdings wird diese Aktion nur durchgefiihrt, wenn
0¥ > 0,97- 0019 d.h. wenn sich die durchschnittliche Uberlappungsrate innerhalb
der letzten 10 Iterationsschritte um weniger als 3 % verbessert hat. Andernfalls deutet
dies auf eine momentan gut fortschreitende Verdichtung hin, sodass kein Bedarf fiir

eine Containervergroferung besteht.

Adaptive Vergroferung: Stagniert die durchschnittliche Uberlappungsrate oder
wachst sie sogar an, so muss mit einer Vergroferung des Containers interveniert
werden, um einen effizienten Ablauf des Simulationsprozesses zu gewéhrleisten. Diese
Situation wird erkannt, wenn sich die durchschnittliche Uberlappungsrate 7 mal in
Folge jeweils nicht um mindestens 0,1 % zum vorherigen Iterationsschritt verbessert
hat.

Die Wahl der angegebenen Parameter sowie von S = 200 erwies sich im Vergleich

mit weiteren getesteten Werten als gilinstig, stellt jedoch keinen Anspruch auf ein
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Optimum dar, denn die Vielzahl der beschriebenen Einstellmoglichkeiten sowie
potenzieller Erweiterungen dieser Steuerung erlauben keine systematischen Tests.
Mit der Kombination der beiden vorgestellten Strategien wurde jedoch ein System
gefunden, das gleichermafen fiir einen geregelten und effizienten Ablauf des Collective

Rearrangements sorgt.

Stiarke der Vergrofserung: Soll eine Containervergroferung erfolgen, so besteht
eine sinnvolle Vorgehensweise darin, die Starke dieser Vergrofierung nicht fest vor-
zugeben, sondern in Abhéngigkeit von der durchschnittlichen Uberlappungsrate zu
wahlen. Auf diese Weise werden einerseits zu grofe Schritte verhindert, welche die
Kugeln zu sehr auseinanderzerren und somit eine dichte Anordnung umgehen, und

andererseits entstehen so keine zu kleinen Schritte, die ohne Wirkung bleiben.

Sei dl(?lt) = |%; — @;| der bisherige Abstand der Mittelpunkte zweier iiberlappender
Kugeln vor einer Containervergroferung. Nach Definition 7.2.1.1 ist

ri 1 — dl(?lt) 1)

_ ij
Oij = =

’f’i+7‘j T’i+7’j

die Rate der Uberlappung zwischen den Kugeln k; und k;. Nach der Vergroferung
gleicht der Abstand der Mittelpunkte dgleu) idealerweise der Radiensumme, sodass
ein echter Kontakt ohne Uberlappung entsteht; es gilt somit
(neu) _ 4(alt)
dij = dij " Qg

=TTy

(alt)
dl‘] '
1-— Oij
Da die Vergrofserung mit dem gleichen Skalierungsfaktor a auf alle Kugeln wirkt, wird
statt der individuellen Uberlappungsraten 0;; die durchschnittliche Uberlappungsrate

o verwendet, wodurch der Skalierungsfaktor dann

1
1—o0

a =

betragt. Mit diesem werden die Seitenléinge des Containerwiirfels sowie samtliche
Mittelpunktsvektoren der Kugeln multipliziert. Wegen des in der Containermitte
befindlichen Koordinatenursprungs sorgt diese Skalierung sowohl fiir eine Reduzierung
der Uberlappungen als auch fiir eine Beibehaltung der relativen Packungsstruktur
(vgl. Abbildung 7.13).
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Verkleinerungen des Containers

Anders als bei He et al. ist im présentierten Simulationssystem neben der Con-
tainervergroferung aufierdem eine Reduzierung der Packungsgréfie und somit des
Containers vorgesehen. Die Zeitpunkte fiir eben diese Verkleinerungen sind einfach zu
bestimmen: So ist eine Verringerung des von den Kugeln nutzbaren Raumes immer
dann sinnvoll, wenn eine eigentlich fertiggestellte, d. h. {iberlappungsfreie Packung
noch weiter verdichtet werden soll. Daher wird immer dann, wenn die Uberlappungs-
rate o unter den eingestellten Akzeptanzwert oz sinkt, eine Abfrage durchgefiihrt,
ob die gewiinschte Anzahl an Phasen der Containerverkleinerung bereits erreicht
wurde. Falls dem so ist, kann die Simulation beendet werden, andernfalls erfolgt eine
Verkleinerung nach dem Schema in Algorithmus 7.5, bevor die Simulation mit der

Iteration fortgesetzt wird.

Algorithmus 7.5 Verkleinerung des Containers.

Benotigt: Vi = Volumen der Kugeln
Benotigt: s¢ = Seitenldnge des Containers
Benotigt: k.. = vorgegebene Anzahl der Verkleinerungsphasen
Benoétigt: k£ = Anzahl bereits durchgefiihrter Verkleinerungen
if letzte Containerdnderung war eine Vergroferung then
k< k+1 // dann geht es in die nichste Verkleinerungsphase
end if
A¢ <= 0,4-0,5F
<= ¢+ A

Vo < Vi /¢ // Volumen des Containers

1
S(gt) <~ S¢

Sc < \3/ VC

Kugelpositionen skalieren mit s¢/ S(Calt)

Nach diesem Algorithmus nimmt die Stérke der Containerverkleinerung mit jeder
Verkleinerungsphase ab. Eine Verkleinerungsphase besteht gewohnlich aus einer
einzelnen Verkleinerung, jedoch kann es vorkommen, dass die Kugeln schnell im
nun engeren Container iiberlappungsfrei angeordnet werden konnen, ohne dass eine
erneute Vergrokerung notig wird. Dann verbleibt die Simulation in dieser Phase und

die néchste Verkleinerung wird mit der gleichen Stérke ausgefiihrt.

Abfragen nach jedem Iterationsschritt

Wie zuvor beschrieben, miissen nach Abschluss eines Schrittes der Iteration diverse

Abfragen getétigt werden. Sie betreffen
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e Abbruchkriterien wie die zu erreichende Raumausfiillung ¢z und die akzep-

tierte Uberlappungsrate oz,
e Bedingungen, die eine Containervergroferung auslésen und
e Bedingungen, die eine Containerverkleinerung auslosen.

Diese Abfragen sind zur Ubersicht im Ablaufdiagramm in Abbildung 7.12 dargestellt.

Anpassung der Kugelpositionen bei Containergrofieninderung

Bisher wird davon ausgegangen, dass die Kugeln nach einer Gréfendnderung des Con-
tainers ebenfalls bewegt werden, damit sie den kompletten zur Verfiigung stehenden
Containerraum wie zuvor nutzen. Die Anpassung der Kugelpositionen erfolgt durch
eine einfache Skalierung. Sei sgﬂt) die Seitenldnge des wiirfelfrmigen Containers vor
einer Grofenédnderung, und s(cneu) das gleiche Attribut nach erfolgter Vergrofierung

oder Verkleinerung. Aus der bisherigen Position fl(alt) lasst sich mit

(neu)

—~(neu) _ S¢ —(alt)
Li = T Y
Sc

die neue Position bestimmen.

Alternativ zu einer solchen Skalierung der Positionen kann nach einer Containerver-
groferung eine Sortierung der Kugeln nach ihrem Abstand vom Containerzentrum
stattfinden, um dann die dufersten Kugeln zuerst zu verschieben. Auf diese Weise
sollten die Kugeln schnell in den hinzugewonnenen Porenraum dridngen. Einen mogli-
chen Flaschenhals stellt jedoch die fiir das Sortieren benotigte Zeit dar, was anhand

von Testlaufen verifiziert werden konnte.

Aus diesem Grund gibt es fiir die Skalierung der Kugelpositionen keine wirkliche
Alternative. Diese Vorgehensweise zeigt sich in Versuchen als gut geeignet, um
die Kugeln unter Beibehaltung ihrer relativen Packungsstruktur ohne Zeitverzug
gleichméfig im Container zu verteilen. Fiir Containerverkleinerungen sorgt diese

Anpassung fiir ein ebenfalls gleichméfiges Zusammenriicken der Kugeln.

Als problematisch erweist sich diese Variante allerdings im Zusammenhang mit sehr
polydispersen Mischungen. Wie Abbildung 7.13 zeigt, wirkt die Skalierung nicht
nur proportional auf die absoluten Positionen der Kugeln (Bezugspunkt ist hier der
Ursprung), sondern auch auf die Abstédnde der Kugelzentren untereinander. Da mit

konstanten Kugelradien gearbeitet wird, besteht der Abstand von Zentrum 7; zu
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7. Implementierung der Packungssimulation

Zentrum ; zum einen Teil aus den unverdnderlichen Radien r; und r;, und zum
anderen aus einem variablen (bei Uberlappungen sogar negativen) Abstand. Sehr
grofse Kugeln riicken so stédrker von anderen Kugeln ab als kleinere, weil grofere
Abstédnde — absolut betrachtet — stérker vergrofsert werden als kleinere. Diese Schalen
von Hohlraum rund um die groften Kugeln herum konnen oft nicht durch die nach-
folgenden Iterationsschritte beseitigt werden und senken somit die Raumausfiillung
in der finalen Packung. Fine Mdoglichkeit zur Vermeidung bzw. schnellen Auffiillung

dieser Hohlraumschalen wird im tibernachsten Abschnitt beschrieben.

Abbildung 7.13: Container vor (links) und nach der Vergroferung (rechts). Die Kugelpo-
sitionen werden zum Bezugspunkt im Ursprung skaliert, ihre Radien bleiben konstant.

Variante: Storung der Positionen nach Skalierung

Zu Testzwecken wurde auferdem eine Storung der Kugelpositionen implementiert, die
jeweils nach einer Containergrofsendnderung stattfand. Die Storung erfolgt dhnlich
wie in Abschnitt 7.3.3 durch einen Vektor §;, dessen Komponenten s;;, s;2 und
s; 3 zuféllig, unabhéngig und gleichverteilt aus dem Intervall [—s;, +s;] bestimmt
werden, dabei soll in diesem Fall s; = 8o - r; gelten, sodass die Starke sowohl von der
durchschnittlichen Uberlappungsrate als auch von der individuellen Kugelgréfie ab-
héngt. Aber auch diese zuféllige Stérung konnte weder die Hoffnung auf neue Impulse
im Anordnungsprozess erfiillen noch die erwéhnten Hohlraumschalen verhindern,
stattdessen zeigte sich erneut ein langsamerer Ablauf der Simulation mit deutlich
mehr benotigten Iterationsschritten als ohne die zuféilligen Positionsstorungen, auch

die Raumausfiillung erreichte nur niedrigere Werte.
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Gewichtung der Verschiebungsvektoren

Die nach einer Containervergrofserung vorhandenen Hohlraumschalen lassen sich
von vornherein reduzieren, indem Uberlappungen mit grofen Kugeln weniger stark
beseitigt werden als Uberlappungen mit kleineren Kugeln, sodass die Uberlappungen
nach einer Kugelpositionenskalierung zwar reduziert werden oder verschwinden, aber
keine grofseren Abstédnde zwischen den Kugeln hervorrufen. Zu diesem Zweck wurden
drei verschiedene Varianten der Bestimmung des resultierenden Verschiebungsvektors

getestet, die zusammen mit den Beobachtungen in Tabelle 7.1 aufgefiihrt sind.

Die Standardmethode von He et al. gewichtet die einzelnen Verschiebungsvektoren
nicht, jedoch gibt die Lange jedes dieser Vektoren bereits implizit eine Gewichtung
fiir eine Verschiebungsrichtung vor. Neben dieser impliziten Gewichtung mit der
Verschiebungsweite wurden auferdem eine proportionale und eine iiberproportionale
(quadratische) Gewichtung mit der Uberlappungsrate getestet. Da hierbei durch
die Radiensumme der betroffenen Kugeln dividiert wird, erhalt die Verschiebung
bei Beteiligung einer groffen Kugel ein deutlich geringeres Gewicht als bei einer

Uberlappung zwischen ausschlieflich kleinen Kugeln.

Durch verschiedene Testldufe hat sich die in der Tabelle als drittes aufgefiihrte
Formel als beste Losung erwiesen. Mit dieser Gewichtung bleiben Uberlappungen
mit grofsen Kugeln wéihrend der Iteration lange bestehen, um dann nach einer

Containervergroferung durch die Kugelpositionenskalierung aufgeldst zu werden.

Kugelverkleinerung statt Containervergrofierung

Betrachtet man den CR-Algorithmus, dann ist das Vergrofern des Containers dqui-
valent zum Verkleinern der Kugeln. Die Raumausfiillung selbst ist unabhéngig von
den absoluten Kugelgrofsen, lediglich das Grofenverhéltnis der Kugeln untereinander
sowie zum Container ist relevant. Daher kann die Festlegung auf die Anderung der
Containergrofe statt der Kugelgrofsen in gewisser Weise als willkiirliche Entscheidung
betrachtet werden. Bezieht man jedoch die Datenstrukturen fiir eine Nachbarschafts-
verwaltung in die Uberlegungen mit ein, so erweisen sich konstante Kugelgréfen als
dienlich fiir die Effizienz der Simulation, da hier keine Anpassung optimierter Zellen-

oder Knotengrofsen wihrend der Iteration erfolgen muss.
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Formel Gewichtung Beschreibung /Beobachtung Uberlappungsrate
Mittelwert Varianz
vy = _NHN,_ MU oy proportional zur zu Beginn gute Reduzierung der Uberlappungen sinkt mifig sinkt sehr lang-
JeL; Uberlappungsweite grofer Kugeln, nach Skalierung dicke Hohlraumscha- sam

v, = ——— proportional zur
ez Uberlappungsrate

iiberproportional zur
@iz Uberlappungsrate

len um grofse Kugeln, nach Containervergrofserung
ist die Uberlappungsrate fiir etliche Iterationsschritte
hoher als zuvor

gleicht Uberlappungsrate aus, starke Uberlappun-
gen zwischen grofen Kugeln werden nur langsam
ausgeglichen (wegen kleiner Kugeln auf der Gegen-
seite), spate Bewegung grofter Kugel hinterldsst nicht-
fiillbare Liicken, nach Containervergréfserung ist die
Uberlappungsrate fiir etliche Iterationsschritte hoher
als zuvor

hohe Gewichtung grofer Uberlappungsraten, Lauf-
zeit und Packungsdichte leicht besser als 1. Methode,
nach Containervergréferung ist die Uberlappungsra-
te nur fiir sehr kurze Zeit hoher als zuvor

sinkt zunachst
schnell, spater
langsam

sinkt schnell

sinkt mafig

sinkt schnell

Tabelle 7.1: Vergleich verschiedener Varianten fiir die Berechnung des resultierenden Verschiebungsvektors.
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Start: 300: 600:

900: 1.200: 1.500:

1.800: 2.100: 2.400:

2.700: 3.000: Ende:

Abbildung 7.14: Visualisierung der verschiedenen Entwicklungsstufen der Packung unter
Angabe des jeweiligen Iterationsschrittes im Collective Rearrangement.
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Visuelle Darstellung

Abbildung 7.14 zeigt den Zustand einer Packung aus 30.000 Kugeln wihrend der
fortschreitenden CR-Iteration. Gestartet wird mit einer Struktur, die durch die
Anfangsplatzierung erzeugt wurde; die Uberlappungen sind vor allem zwischen
den grofen Kugeln deutlich erkennbar. Die folgenden Kugelverschiebungen dienen
dem Zweck der Uberlappungensbeseitigung, sie kénnen jedoch ebenso Leerriume
verursachen, wie auf den Bilder nach 1.800 und 2.100 Iterationsschritten zu sehen ist.
Gerade grofse Kugeln hinterlassen bei der Verschiebung oftmals Liicken, die — wenn
iiberhaupt — nur ganz allméhlich von kleineren Kugeln wieder befiillt werden konnen.
Dieses Problem wird durch die Skalierung nach der Containervergrofierung noch
verstiarkt. Umso wichtiger ist daher die wiederholte Verkleinerung des Containers
nach Entstehung einer iiberlappungsfreien Struktur, denn nur so kénnen iterativ

hohere Packungsdichten erzielt werden.

7.3.4 Veranderung der Kennzahlen wahrend der Simulation

Nach jedem Iterationsschritt berechnet das Simulationsprogramm diverse Kennzah-
len, deren Verldufe wahrend der Iteration Aufschluss iiber den Packprozess geben.
Fiir die Erstellung der nachfolgenden Diagramme wurde eine an die Fullerkurve
angelehnte Mischung aus 15.000 Kugeln in einer Fraktion gepackt. Die Weite der
Containervergrofierung wurde nach oben begrenzt, sodass die Raumausfiillung um
maximal 5% je Vergroferung sinken konnte; gestartet wurde mit einer nominellen

Packungsdichte von 100 %, um geniigend anfingliche Uberlappungen zu produzieren.

100+
95—
90—
85—
80
75—
70—
65—

Raumausftillung [%]

T T T T
0 2.000 4.000 6.000 8.000
Iterationsschritt

Abbildung 7.15: (Nominelle) Packungsdichte wéhrend der Iteration.

Am Diagramm des zeitlichen Verlaufs der Raumausfiillung in Abbildung 7.15 sind
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durchschnittliche Anzahl der Kontal
T

T T T T
0 2.000 4.000 6.000 8.000
Iterationsschritt

Abbildung 7.16: Koordinationszahl wahrend der Iteration.

die Zeitpunkte der Containergréffendanderungen sehr schon anhand der Stufen zu
erkennen. Die resultierende Anderung der Packungsdichte wihrend der Iteration ist
keine stetige Funktion, sondern geschieht zu diskreten Zeitpunkten, wenn sich die
Containergrofe und somit der zur Verfiigung stehende Raum &dndert. Im vorliegenden
Fall wurde die Packung zweimal verdichtet (Aufwértsspriinge im Diagramm), indem
genau zwei Verkleinerungen des Containers vollzogen wurden. Diese Anzahl lasst

sich tiber die Konfigurationsdatei (siche Anhang A.1) festlegen.

Die durchschnittliche Koordinationszahl (Abbildung 7.16) sinkt bei jeder Contai-
nervergroferung ab, um daraufhin wéihrend der anschliekenden Iterationsschritte
wieder anzusteigen. Dies erklirt sich durch die Balancierung der Uberlappungsraten
in der Packung durch den CR~Algorithmus. Bei einer Containervergroferung fallen
etliche Kontakte abrupt weg, die anschliefsend durch Verschieben der Kugeln im CR
als neue Uberlappungen wiederkehren koénnen, wogegen vorhandene Uberlappungen
(und damit Kontakte) wihrend des reguldren CR-Vorgangs nur selten verschwinden,
sondern lediglich reduziert werden. Der umgekehrte Fall tritt bei Verkleinerung des
Containers ein: Hier steigt die Koordinationszahl sofort stark an und sinkt in den

unmittelbar folgenden Iterationsschritten wieder ab.

Die Uberlappungsrate o ist wihrend der Iteration starken Schwankungen unterworfen
(Abbildung 7.17), eine absteigende Tendenz kann aber festgestellt werden. Dies gilt
ebenso fiir die maximale Uberlappungsrate oy, (Abbildung 7.18) sowie die absolute

Weite der maximalen Uberlappung, dargestellt in Abbildung 7.20.

Die Varianz der Uberlappungsrate (Abbildung 7.19) und die durchschnittliche Bewe-
gungsweite der Kugeln (Abbildung 7.21) zeigen haufige Ausreifer in Richtung der

hoheren Betriage. Dies belegt die Dynamik des Packprozesses — auch im fortgeschrit-
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0,1000+
0,0500+

0,0100+
0,0050+

0,0010+
0,0005+

durchschnittliche Uberlappungsra

0,0001+

T T T T
0 2.000 4.000 6.000 8.000
Iterationsschritt

Abbildung 7.17: Durchschnittliche Uberlappungsrate o withrend der Iteration.

1,000+
0,500

0,200+
0,100+
0,050

0,020+
0,010+
0,005+

maximale Uberlappungsrate

T T T T
0 2.000 4.000 6.000 8.000
Iterationsschritt

Abbildung 7.18: Maximale Uberlappungsrate opa wihrend der Iteration.

1072
103
107
10—5 —

1078

Varianz der Uberlappungsrate

T T T T
0 2.000 4.000 6.000 8.000
Iterationsschritt

Abbildung 7.19: Varianz der Uberlappungsrate wihrend der Iteration.
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maximale Uberlappung

T T T T
0 2.000 4.000 6.000 8.000
Iterationsschritt

Abbildung 7.20: Weite der maximalen Uberlappung withrend der Iteration.

10

0,1
0,014

1073

10
10—5 ]

durchschnittliche Bewegungsweit

T T T T
0 2.000 4.000 6.000 8.000
Iterationsschritt

Abbildung 7.21: Durchschnittliche Bewegungsweite pro Kugel wihrend der Iteration.
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tenen Packstadium ergeben sich noch Strukturdnderungen, die stérkere Bewegungen
bei mehreren Kugeln auslosen, wodurch weitere Fortschritte in Richtung einer dichten

Packung erfolgen konnen.

7.4 Simulationsergebnisse

Ein wichtiger Teil der Entwicklung des Programms umfasst die Verifikation der
Simulationsergebnisse. Zu diesem Zweck wurden die Raumausfiillungen diverser
Mischungen experimentell im Labor bestimmt und den Simulationsergebnissen ge-
geniibergestellt. Um Auswirkungen der Partikelform sowie der Agglomeration auf die
Packungsdichte auszuschliefen, wurden zunéchst Mischungen aus Glaskugeln erzeugt,
die sowohl das Mischungsverhéltnis als auch die absoluten Kugelanzahlen betreffend
eins zu eins in die Simulation {ibertragen werden konnten. Um die Ubereinstimmung
mit dem experimentellen Verfahren zur Ermittlung der Packungsdichte (siehe [Pal09])
weiter zu erhdhen, wurde in der Simulation ein Zylinder mit Durchmesser 95 mm als
Containergeometrie verwendet, dabei kamen harte Randbedingungen zum Einsatz.
Die 6 untersuchten Mischungen wurden bereits in Kapitel 5.7 vorgestellt, Tabelle 7.2

informiert iiber die jeweils verwendeten Kugelanzahlen.

Kugelanzahl
Fuller4 Fuller5  Fuller6 Bidispersl Bidispers2 Tridispers

1.400.000 1.050.000 850.000  1.250.000 156.910  1.350.000

Tabelle 7.2: Umfang der verwendeten Glaskugelmischungen.

90 —
— B Experiment
= go 4 O Simulation
()]
c
=
S
w 70 —
>
§ 5 S
T 60 & 3
o 6 —
~ ~
50 —
Fuller4 Fuller5 Fuller6 Bidispersl Bidispers2 Tridispers

Mischung

Abbildung 7.22: Gegeniiberstellung der Ergebnisse aus Experiment und Simulation.

Abbildung 7.22 zeigt sowohl die experimentell als auch die simulativ ermittelten
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Ergebnisse in einer Gegeniiberstellung. Wie zuvor in Kapitel 5.7 wurden pro Mi-
schung 7 Messungen bzw. Simulationsldufe durchgefiihrt und daraus Mittelwert
sowie Standardabweichung bestimmt. Die Fuller-Verteilung erzielt (zumindest in den
untersuchten Mischungen) offensichtlich eine umso héhere Raumausfiillung, je mehr
Kugelgrofen involviert sind, was auch durch die gut iibereinstimmenden Resultate aus
Experiment und Simulation belegt werden kann. Insgesamt betrachtet ist lediglich die
Diskrepanz der Ergebnisse fiir die Mischung , Bidispers2“ unbefriedigend. Eine durch
die Simulation erzeugte Packung dieser Mischung ist in Abbildung 7.23 zu sehen. Sie
weist im Vergleich zu den Packungen der weiteren Mischungen keine Auffilligkeiten
auf. Ein moglicher Grund fiir die Abweichung bei dieser Mischung kénnte in den
leicht schwankenden Durchmessern und Materialdichten der Glaskugeln zu suchen

sein.

Abbildung 7.23: Packung der Glaskugelmischung , Bidispers2“.

Weitere Gegeniiberstellungen von aus Experiment und Simulation gewonnenen Re-
sultaten finden sich in Kapitel 5.7 (hierarchische Fraktionierung) und Kapitel 11

(Mortelmischungen unter dem Einfluss der Agglomeration).

7.5 Moglichkeiten der Parallelisierung des

Programms

Das Simulationssystem verursacht insbesondere bei sehr grofien Partikelanzahlen
einen hohen Berechnungsaufwand, sodass eine Aufteilung der Arbeitslast auf paralle-
lisierten Architekturen nahe liegt. Generell ist eine Parallelisierung auf verschiedenen

Ebenen moglich, die in diesem Abschnitt vorgestellt werden sollen.
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7.5.1 Parallelisierung auf globaler Ebene

Zur Bestimmung der Raumausfiillung kénnen (unter sonst gleichbleibenden Parame-
tern) Wiederholungen mehrerer Simulationsldufe mit unterschiedlichem Startwert
des Zufallsgenerators (engl. random seed) durchgefiihrt werden. Die Gesamtraumaus-
fiillung ergibt sich dann aus dem Mittelwert dieser Simulationen, welche vollstéandig
unabhéngig voneinander ablaufen. Da der jeweilige Aufwand (d. h. die Anzahl der Ite-
rationen) nicht vorhersehbar ist, kann in heterogenen Rechnernetzen kein optimiertes

Scheduling geplant werden.

Eine weitere Einsatzmoglichkeit bietet die parallele Bewertung mehrerer Losungs-
kandidaten in der Optimierung von Mischungen (siehe Kapitel 12); auf verteilten
Systemen kann dies — mit jeweils einer Mischungssimulation pro CPU — zeitgleich

durchgefiihrt werden.

7.5.2 Parallelisierung auf Fraktionsebene

Es ist ohne grofen Aufwand moglich, die Simulation der einzelnen Fraktionen in
eigenstandige Prozesse zu gliedern und verteilt zu bearbeiten. Jedoch gehen dabei die
Moglichkeiten der praemptiven Fraktionsberechnung und des vorzeitigen Simulations-
abbruchs (vgl. Kapitel 5.3) verloren, d. h. simtliche Fraktionen miissen tatséchlich
vollstdndig simuliert werden. Aufgrund dieses Umstands féllt der Performanzgewinn
durch Parallelisierung auf Fraktionsebene in der Regel nur gering aus, daher bietet
sich diese Methode vor allem dann an, wenn genug Prozessoren zur Verfiigung stehen,

um alle Fraktionen gleichzeitig bearbeiten zu kénnen.

7.5.3 Parallelisierung im Collective Rearrangement

Die Realisierung dieser Art der Parallelisierung erfordert den grofsten Eingriff in
die vorhandene Programmstruktur: Die Kugelmenge wird in mehrere Untermengen
partitioniert, welche in getrennten Prozessen der Uberlappungsbehandlung unterzogen
werden. FErgibt sich bislang aus der Verschiebung einer Kugel k; eine neue oder
veranderte Uberlappung mit einer ihrer Nachbarn k;, so wirkt sich dieser neue
Zustand noch im gleichen Iterationsschritt auf die Verschiebung von k; aus, sofern k;
noch nicht bewegt wurde. Solche Zustandséanderungen wihrend eines Iterationsschritts
nach jeder Kugelverschiebung zwischen mehreren Prozessen zu propagieren ist sehr

aufwindig, daher konnte diese Aktualisierung vereinfachend auf eine Synchronisierung
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am Ende jedes Iterationsschritts beschrankt werden. Des Weiteren ist die Aufteilung
der Kugelmenge kritisch, da jederzeit Zugriff auf die rdumlichen Nachbarn einer
Kugel gewéhrleistet sein muss. Wird die Parallelisierung ohne gemeinsamen Speicher
ausgefiihrt, so sollte die Lokalitit der Kugeln bei der Partitionierung die vorrangige
Rolle spielen. Beispielsweise liefe sich der wiirfelformige Container in seine 8 Oktanten
aufteilen, deren enthaltene Kugeln dann in 8 eigenen, miteinander kommunizierenden

Prozessen bewegt werden kénnten.

Eine Parallelisierung eines CR-Algorithmus findet sich bei Hlushkou [Hlu04]. Jedoch
handelt es sich dort um eine Modifizierung des Jodrey-Tory-Algorithmus [JT85|, bei
der die Suche nach dem kleinsten Abstand zwischen zwei Kugeln parallel ausgefiihrt
wird; zwischen den einzelnen Prozessen bestehen daher keine Interdependenzen. Eine
andere Entwicklung jlingster Zeit ist die Ausnutzung von Grafikprozessoren zur mas-
siven Parallelisierung, die durch Bibliotheken wie CUDA (NVIDA) und ATI Stream
als Allzweckprozessoren dienen konnen. Hier wurden bereits viele Anwendungen
aus der Molekulardynamik [ALTO08| sowie Multi-Body-Probleme [BBZ08| umgesetzt,

sodass ebenfalls eine Packungssimulation via CR in Reichweite scheint.
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Kapitel 8
Effiziente Nachbarschaftsbestimmung

Im Gegensatz zu Simulationen der Molekulardynamik beschrankt sich die Paarwir-
kung im Simulationsprogramm fiir Kugelpackungen auf den direkten Kontakt zweier
Kugeln. Dennoch dominiert die Identifizierung von Uberlappungen die Laufzeit des
gesamten Simulationsvorgangs. Dabei ist der Test auf Uberlappung zwischen zwei
Kugeln im Grunde einfach und im Vergleich zu komplexeren Partikelformen geradezu
trivial. Daher ist es die schiere Menge der zu testenden Kugelpaare, die bei einem

naiven Vorgehen fiir N Kugeln einen Aufwand von O(N?) in jedem Iterationsschritt
Ny = N(N-1)

N 5— Kugelpaare tiberpriift werden muss.

verursacht, da dann jedes der (

Gliicklicherweise ist eine Reduzierung des Aufwands moglich, denn fiir einen Kontakt
bzw. eine Uberlappung mit einer Kugel k¥ kommen nur diejenigen Kugeln in Frage, die
in unmittelbarer raumlicher Nahe zu k positioniert sind, die also in der Nachbarschaft
von k liegen (der Nachbarschaftsbegriff umfasst in diesem Zusammenhang eine grofere
Menge als nur die in Definition 3.0.3.1 (c) betrachteten, in Kontakt befindlichen
Kugeln). In diesem Kapitel werden spezielle Datenstrukturen présentiert, die eine
effiziente Nachbarschaftsverwaltung ermoglichen. Die diese Nachbarschaftsverwaltung

betreffenden Operationen sind

e das Einfiigen von Kugeln zu Beginn bzw. die Aktualisierung immer dann, wenn

eine Kugel bewegt wurde sowie
e das Finden von Nachbarn einer gegebenen Kugel.

Da beides in jedem Iterationsschritt wiederholt angewandt wird, muss die Nachbar-

schaftsverwaltung dafiir schnelle Methoden bereitstellen.

Die Nachbarschaftsverwaltung soll sich an der (typischerweise verwendeten) Geome-

trie des wiirfelférmigen Containers orientieren, andere Containerformen (Zylinder)
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konnen in eine wiirfelférmige Umgebung eingebettet werden und bekommen hier der

Einfachheit halber keine gesonderte Nachbarschaftsstruktur zugewiesen.

8.1 Ausnutzen von Koharenz durch Verlet-Listen

Wahrend des CR-Prozesses in der Simulation kann beobachtet werden, dass die
Kugeln nur in kleinen Schritten bewegt werden, sodass sich die Menge der zu einer
Kugel £ benachbarten Kugeln iiber wenige Iterationsschritte hinweg kaum verandert.
Diese Kohérenz iiber Ort und Zeit kann mit einer Listentechnik ausgenutzt werden,
die von Loup Verlet eingefiihrt wurde [Ver67] und seitdem — als Verlet-Liste bezeichnet
— héufig in der Molekulardynamik eingesetzt wird [DTS05a]. In ihrer Funktionsweise
kann man Verlet-Listen als Cache verstehen, da sie stets eine valide Nachbarmenge fiir
die Suche nach iiberlappenden Nachbarn zur Verfiigung stellen und so Speicherplatz

eintauschen, um Zugriffszeit zu sparen.

Vor Beginn der CR-Iteration wird fiir jede Kugel k; (mit Radius r; = d(k;)/2)
eine Verlet-Liste Ly (k;) erstellt, die alle Kugeln enthilt, die die Verlet-Kugel V (k;)
schneiden (siche Abbildung 8.1 a)). V/(k;) besitzt den gleichen Mittelpunkt wie k; und
den Radius r; + dy; die Verlet-Distanz dy ist fiir alle Kugeln gleich. Zusammen mit
der Verlet-Liste wird auferdem die Position my (k;) der Verlet-Kugel zum Zeitpunkt

der Erzeugung bzw. der letzten Aktualisierung der Liste gespeichert.

Die Aktualisierung der Verlet-Listen erfolgt unabhéngig voneinander, denn lediglich
die Entfernung des Mittelpunkts der Kugel k; von my (k;) ist relevant: Nur wenn
nach einer Verschiebung der Kugel dieser Abstand grofer als dy /2 ist, muss diese
Verlet-Liste erneut bestimmt werden, siche Abbildung 8.1 b). Um anschliefend alle
k; betreffenden Kugelbeziehungen auf den aktuellen Stand zu bringen, muss k; aus
allen Verlet-Listen geloscht werden, die zu Kugeln gehéren, welche ihrerseits nach
der Aktualisierung nicht mehr in Ly (k;) enthalten sind. Zu den Verlet-Listen aller
neu in Ly (k;) vorkommenden Kugeln muss k; ebenfalls hinzugefiigt werden, um die
Symmetrie der paarweisen Nachbarschaftsrelation zu erhalten. Auf diese Weise ist

die Validitéat aller Verlet-Listen zu jedem Zeitpunkt gewéhrleistet.

Die Wahl des einzigen Parameters, der Verlet-Distanz dy, ist kritisch in Bezug auf
die Leistung dieser Technik: Ein zu geringer Betrag (im Vergleich zu den Kugel-
bewegungen) sorgt fiir hdufige Aktualisierungen der Listen, wiahrend ein zu hoher
Betrag ein Aufbldhen der Listen verursacht, denn die Anzahl der Kugelnachbarn

in der Verlet-Liste wiichst mit 63,. So sind u.a. zu beriicksichtigen: Die mittlere
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)

Abbildung 8.1: a) Die Verlet-Liste der schwarzen Kugel k enthélt alle Kugeln, die innerhalb
der Verlet-Kugel V (k) liegen. b) Nach Wegbewegen von k bleibt die Verlet-Liste giiltig, da
sich jede Kugel um weniger als dy//2 von ihrer urspriinglichen Position entfernt hat.

Weite der Kugelbewegungen, die Durchmesserverteilung der Kugeln, die anfinglich
vorhandenen Uberlappungen und natiirlich der Aufwand fiir die Aktualisierung einer
Verlet-Liste. Dieser kann — dhnlich der zu Beginn des Kapitels beschriebenen naiven
Suche nach Uberlappungen — O(N) fiir jede Verlet-Liste betragen, oder aber durch
die in den nachfolgenden Abschnitten beschriebenen Nachbarschaftsstrukturen weiter

reduziert werden.

Im Simulationsprogramm hat sich nach einigen Tests [RK09| der Anfangswert 0y =
rmin = mind(k;)/2 als glinstig erwiesen. dy wird im Laufe der Simulation weiter
abgesenkt, um den sich verringernden Bewegungsweiten der Kugeln Rechnung zu

tragen. Bei jeder Containerverkleinerung wird die Verlet-Distanz auf %5‘/ gesetzt.

8.2 Datenstrukturen fiir die Bestimmung der
Nachbarn

Die hier aufgefiihrten Datenstrukturen sind speziell an polydisperse Kugelmischungen
angepasst und erlauben damit eine effiziente Verwaltung der Nachbarschaftsbeziehun-
gen. Sie kénnen einzeln eingesetzt werden, um withrend der Uberlappungsuntersu-
chung eine Anfrage nach benachbarten Kugeln zu beantworten; von groferem Vorteil
ist aber die Verwendung in Kombination mit den Verlet-Listen: Die CR-Routine
sucht die Nachbarn einer Kugel und bekommt deren Verlet-Liste geliefert, und eine

Aktualisierung der Verlet-Liste greift auf die Nachbarschaftsverwaltung zurtick.
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8.2.1 Adaptives Gitter

Zunachst wird das einfache Gitter erlautert, das eine verbreitete Datenstruktur fiir
monodisperse Kugeln darstellt. Anschliefend werden Varianten beschrieben, die
fiir polydisperse Mischungen geeignet sind, bevor die Einteilung der Gitterzellen
in Sektoren vorgeschlagen wird, was die Effizienz noch einmal steigert. Schlieflich
erfolgt die Berechnung der optimalen Zellengrofse, um das Gitter adaptiv an die

Kugelmischung anzupassen.

Gitter als Nachbarschaftsstruktur

Als Nachbarschaftsstruktur in Simulationen der Molekulardynamik hat sich die
Aufteilung des Simulationscontainers in gleich grofe Zellen durchgesetzt |[AW59].
Ist der Container ein Wiirfel, kann dazu ein orthogonales Gitter benutzt werden,
so dass die Zellen ebenfalls Wiirfel sind. Jede Zelle enthélt als Datenstruktur eine
Liste mit Kugeln, deren Mittelpunkte in dieser Zelle liegen. Daher wird diese Nach-
barschaftsstruktur in der angelsidchsischen Literatur als ,,cell-linked list* oder ,,link-
cell“-Methode bezeichnet [HGET74|. Verwendung finden Gitter sowohl in zahlreichen
DEM /MD-Simulationen (z.B. [GDK89, Wac06, SY07|) als auch in CR-Verfahren
[BM91, YMT96|.

Fiir die Bestimmung der Nachbarn einer Kugel werden samtliche Kugeln aus den in
Frage kommenden Zellen herangezogen, daher ist fiir die Effizienz dieser Methode die
Grofse der Zellen entscheidend: Zu grofe Zellen enthalten unnétig viele Kugeln, die als
potenzielle Nachbarn gepriift werden miissen, obwohl sie tatséichlich weiter entfernt
liegen konnten, wiahrend zu kleine Zellen das Absuchen einer groften Zellenanzahl
notig machen. Fiir gleich grofte Kugeln bietet es sich an, die Seitenldnge z der Zellen
auf den Kugeldurchmesser festzulegen. Dadurch sind in D Dimensionen nur 3 Zellen

zu beriicksichtigen, wie Abbildung 8.2 illustriert.

L
QW

L/

Abbildung 8.2: Gitter fiir monodisperse Kugeln. Die markierten Zellen konnen iiberlappte
Nachbarn enthalten.

Die Komplexitat fiir das Einfiigen einer Kugel in diese Nachbarschaftsstruktur liegt
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in O(1), da aus den Mittelpunktskoordinaten der Kugel in konstanter Zeit die
betreffende Zelle errechnet werden kann. Fiir die oben geschilderte Zellengrofe 2z bei
N monodispersen Kugeln in einem wiirfelférmigen Container mit Seitenlénge C' sind

immer 3” Zellen mit jeweils durchschnittlich

N N.2ZP
@7 o

z

Kugeln als Nachbarn zu untersuchen. Das Containervolumen C'” wiichst proportional
zur Kugelanzahl N. Daher ist in diesem Fall auch das Durchsuchen des Gitters in
konstanter Zeit moglich. Bei Betrachtung polydisperser Kugeln gestaltet sich das
Finden der optimalen Zellengrofse weitaus schwieriger, insbesondere unter Verwen-
dung Bindemittel-typischer Korngréfsenverteilungen. Wiirde die Zellengrofe auf die
Summe der beiden grofiten Kugelradien gesetzt, so wére es wahrscheinlich, dass die
Nachbarschaft jeder Kugel aus allen anderen Kugeln bestiinde; das Gitter wire zu
einer einzelnen Zelle degeneriert. Ware die Zellengrofie kleiner, dann wiirden fiir
eine Kugel k keine Kugeln gefunden, deren Mittelpunkte zwar auferhalb der 37
Nachbarzellen liegen, die jedoch einen so grofsen Radius besitzen, dass sie deshalb

dennoch k tiberlappen.

Varianten fiir polydisperse Mischungen

Eine mogliche Alternative besteht darin, polydisperse Kugeln nicht nur beziiglich
ihres Mittelpunktes in einer einzigen Zelle, sondern in allen Zellen zu speichern, die
von ihnen iiberlappt werden. Dann miissen fiir eine Kugel £ mit Radius r nur die
Zellen im Abstand r um den Mittelpunkt von &k herum (= die k enthaltenden Zellen)
durchsucht werden (siehe Abbildung 8.3), hiufig wird dabei nicht die Kugelform
ausgenutzt, sondern vereinfachend auch auf die eigentlich nicht iiberlappten Zellen
an den Ecken zuriickgegriffen (in Abbildung 8.3 heller dargestellt). Aus der so
gewonnenen Kugelliste sind anschlieffend noch die Mehrfacheintrage zu entfernen,
was ebenso einen Mehraufwand verursacht wie die hhere Anzahl der zu speichernden
Verweise auf die Kugeln, insbesondere bei einem feinen Gitter. Das Einfiigen einer
Kugel in diese Variante der Nachbarschaftsstruktur ist immer noch in O(1) mdglich,
jedoch langsamer als in der urspriinglichen Version, da jede Kugel in viele Zellen
eingefiigt werden muss. Das Durchsuchen der Struktur nach benachbarten Kugeln
besitzt hier ebenso eine Laufzeit in O(1), ist aber auf Grund der Dublettenverwaltung

und des Speicherbedarfs ebenfalls langsamer.
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L

Abbildung 8.3: Mehrfache Speicherung der Kugel in allen {iberlappten Zellen.

Da Bindemittel-typische Korngrofenverteilungen relativ wenige Partikel mit sehr
groffem Durchmesser aufweisen, ist es hier ineffizient, die Zellengrofse diesen grofen
Durchmessern anzupassen. Stattdessen bietet es sich an, die Kugeln aufzuteilen: Nur
kleine Kugeln mit den Durchmessern d(k) < z werden in den Zellen gespeichert,
wahrend eine separate Liste alle groften Kugeln mit den Durchmessern d(k) > =z
enthélt, die grundsétzlich zur Nachbarschaft jeder Kugel hinzugefiigt werden. Dabei
ist die Zellengrofe z erneut entscheidend: Ist sie zu grofs bemessen, so verkiirzt sich
zwar die Liste der grofen Kugeln und senkt damit den konstanten Beitrag zu jeder
Nachbarschaft, jedoch enthélt eine Zelle dann zu viele Kugeln, was die Nachbarschaft
wiederum unnétig vergrofert. Eine zu kleine Zellengrofie versagt zu vielen Kugeln
eine Speicherung in einer Gitterzelle, so dass diese dann in der separaten Liste zu

jeder Nachbarschaft hinzugefiigt werden miissen.

Sei a(k) die Anzahl der in Zellen enthaltenen Kugeln in der Nachbarschaft einer
kleinen Kugel k£, und G die Anzahl der grofsen, separat gespeicherten Kugeln. Dann
besitzt k insgesamt

n(k) =a(k)+G—1

Kugeln in ihrer Nachbarschaft. Es ist zu beachten, dass die Anzahl der Zellen fiir
die Berechnung von a(k) nur fiir kleine Kugeln 3” betriigt. Eine grofe Kugel mit

Durchmesser d(k) > z {iberspannt in jeder Achsenrichtung mindestens w—‘ Zellen,

wobei d = d(k)/z. Wie Abbildung 8.4 zeigt, kann dies jedoch abhingig von der
Position jeweils eine Zelle mehr betreffen, also IVCZ + 1—‘ iiberlappte Zellen. Hinzu
kommen noch die angrenzenden Zellen, in denen sich kleine Kugeln befinden kénnen,
die k£ moglicherweise ebenfalls tiberlappen. Daher sind insgesamt ( {aﬂ +2)P Zellen zu
berticksichtigen. Diese Anzahl gilt unabhéngig davon, ob es sich bei £ um eine kleine
oder grofe Kugel handelt. Zu erwdhnen ist weiterhin, dass hier wieder vereinfachend
die Kugelform vernachléssigt bzw. durch eine — parallel zu den Koordinatenachsen
ausgerichtete — Bounding Boz (kleinster Quader, der k enthélt) approximiert wird,
sodass auch Zellen gezahlt werden, die eigentlich in einer Ecke dieser Nachbarschaft

liegen und von der Kugel nicht iiberlappt werden.
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Abbildung 8.4: Die grofe Kugel besitzt einen Durchmesser von weniger als 3 Zellenldngen
(links), kann aber — je nach Position (mitte) — in jeder Richtung bis zu 4 Zellen beriihren.
Diese Anzahl der zu beriicksichtigenden Zellen erhéht sich auf 5, da Kugeln aus angrenzenden
Zellen (rechts) die groke Kugel iiberlappen. konnen.

Zur Bestimmung der genauen Anzahl iiberlappter Zellen soll ein Beispiel diskutiert
werden. Seien der Durchmesser d(k) einer Kugel k£ und die Zellenlédnge z so gewéhlt,
dass d(k) = 2,75z gilt. In Zellenlangen gemessen betridgt der Durchmesser damit
d = d(k)/z = 2,75. Es gibt nun unendlich viele Positionen des Kugelmittelpunktes
innerhalb einer Zelle, bei denen die Kugel in Richtung der X-Achse genau 3 Zellen
iiberlappt, doch die X-Koordinate des Mittelpunktes muss dafiir innerhalb eines
Intervalls der Lange 0,75z liegen, wie Abbildung 8.5 anhand der beiden Grenzfélle
veranschaulicht. Die iibrigen, auf einer Gesamtlange von 0,252 befindlichen Positionen

fiihren zu einer Uberlappung von 4 Zellen in dieser Richtung.

Abbildung 8.5: Beispiel einer Kugel, die in Richtung der X-Achse genau 3 Zellen iiberlappt,
solange sich die X-Koordinate des Mittelpunktes innerhalb des eingezeichneten Intervalls
befindet.

Der Anteils des Intervalls, das auf 3 iiberlappte Zellen (in einer Achsenrichtung)
fithrt, an der Zellenlénge betrigt 0,75z/z = 0,75. Die Wahrscheinlichkeit, dass dies
zugleich fiir alle 3 Achsenrichtungen gilt, kann mit 0,753 ~ 0,42 angegeben werden.
In diesem Fall wiren 3% = 27 Zellen iiberlappt. Analog lisst sich diese Rechnung
fiir alle weiteren Félle durchfiihren, siehe Tabelle 8.1. Zu beachten ist lediglich, dass

es jeweils 3 grundsétzlich verschiedene Kombinationen fiir die Kugel gibt, in zwei

147



8. Effiziente Nachbarschaftsbestimmung

Richtungen 3 und in einer Richtung 4 Zellen bzw. in einer Richtung 3 und in zwei
Richtungen 4 Zellen zu iiberlappen, sodass die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten mit

dem Faktor 3 multipliziert werden.

Wahrscheinlichkeit # Nachbarzellen
0,75-0,75-0,75 ~ 0,42 3:3-3=27

3.0,75-0,75-0,25 ~ 0,42 3.3-4=236
3.0,75-0,25-0,25 ~ 0,14 3.4.4 =48
0,25-0,25-0,25 ~ 0,02 4-4-4 =64

Tabelle 8.1: Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Anzahlen iiberlappter Zellen einer
Kugel k£ mit d(k) = 2,75z.

Daraus lasst sich eine allgemeine Aussage fiir die erwartete Anzahl tiberlappter Zellen
ableiten. Sei d = d(k)/z fiir eine beliebige Kugel & und eine frei gewiihlte Zellenlinge
z. Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Richtung [cﬂ Zellen iberlappt werden,
betragt w—‘ —d. Dem Beispiel folgend ergeben sich die in Tabelle 8.2 aufgelisteten

Formeln, deren jeweiliges Argument d aus Platzgriinden eingespart wurde.

Wahrscheinlichkeit # Nachbarzellen

Tabelle 8.2: Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Anzahlen iiberlappter Zellen einer
Kugel k mit d = d(k)/z.

Die resultierende Formel fiir die erwartete Anzahl iiberlappter Zellen lautet
5 5 . d(k)
myz(k,z) = Zpi(d)mi(d) mit d = —=. (8.1)

Wie leicht einzusehen ist, fallt diese Anzahl deutlich niedriger aus als die oben
postulierten qcﬂ + 2)3 Nachbarzellen, allerdings sind darin auch noch nicht die-
jenigen angrenzenden Zellen beriicksichtigt, die k selbst nicht beriihrt, aus denen
jedoch Kugeln herausragen und so k iiberlappen kénnen. Die im néchsten Abschnitt
eingefiihrte Klassifizierung der Kugeln erlaubt es, nur den relevanten Teil der Kugeln

dieser angrenzenden Zellen herauszusieben.
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Einfiihrung von Sektoren

Die Anzahl der Nachbarkugeln ldsst sich reduzieren, wenn Informationen iiber die
Lage der Kugeln innerhalb der Zellen verwendet werden: Eine kleine Kugel k£ mit
Durchmesser d(k) kann entweder komplett innerhalb einer Zelle liegen oder aus
einer oder mehreren Seitenwédnden der Zelle herausragen (jedoch nicht aus zwei
gegeniiberliegenden Seiten, da d(k) < z). Dieses Merkmal erlaubt eine weitere
Unterteilung der Zelle in 3P Sektoren. Pro Sektor wird eine Liste aller Kugeln dieser
Zelle gespeichert, die auf gleichartige Weise aus der Zelle herausragen. Ein Beispiel
fiir den zweidimensionalen Fall zeigt Abbildung 8.6, fiir D = 3 ergibt dies 6 Sektoren
fiir jeweils eine iiberlappte Seitenwand, 12 Sektoren fiir die Kugeln, die gleich zwei
Seitenwénde und daher eine Kante schneiden, 8 Sektoren fiir die Ecken-iiberlappenden
Kugeln sowie einen zentraler Sektor fiir Kugeln, die nicht aus der wiirfelférmigen Zelle
herausragen. Wichtig ist bei dieser Einteilung der Bezug auf Position und Radius
der betrachteten Kugel, d.h. die Abgrenzungen der Sektoren sind nicht als absolute
Maifse zu verstehen, sondern kéonnen sich von Kugel zu Kugel unterscheiden, da es
sich lediglich um eine Klassifizierung handelt. Abhéngig von der Lage der Kugel
k miissen nun nicht mehr bis zu 3” = 27 Zellen betrachtet werden, sondern nur
noch die kompletten u Zellen, die k enthalten bzw. iiberlappen sowie insgesamt v
Sektoren der iibrigen Zellen, aus denen Kugeln in Richtung k herausragen kénnen.
Die Tabelle 8.3 gibt Auskunft iiber « und v.

2 2 )
006 ©

Abbildung 8.6: Klassifizierung der Kugeln nach Art ihrer Uberlappung mit der Zelle.

Kleine Kugeln mit Radius r := d(k;)/2 < z/2, die aus einer Nachbarzelle mit
gemeinsamer Seitenfliche zur Zelle der kleinen Kugel k; (i # j) stammen und durch
diese Seite die Zelle von k; iberlappen, miissen ihren Mittelpunkt innerhalb eines
Volumens der Grofe Vs(r) = 2%r in der benachbarten Zelle besitzen. Fiir Kugeln aus
einer mit einer Kante angrenzenden Nachbarzelle gibt Vi (1) = 2r? das Volumen an,
in dem sich der Kugelmittelpunkt befinden muss, und fiir Kugeln einer diagonal iiber
Eck angrenzenden Zelle gilt schlieflich Vg (r) = r* (sieche Abbildung 8.7). Werden

diese Volumina ins Verhiltnis zum Zellenvolumen 2° gesetzt, liefert das die Anteile
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8. Effiziente Nachbarschaftsbestimmung

Position der Kugel # kompl. # Sektoren v

relativ zur Zelle Zellen u  Seiten Kanten FEcken Summe
komplett innerhalb 1 6 12 8 26
iiberlappt Seite 2 9 12 4 25
iiberlappt Kante 4 12 9 2 23
iiberlappt Ecke 8 12 6 1 19

Tabelle 8.3: Anzahl der zu beriicksichtigenden kompletten Zellen und zusétzlichen Sektoren
ein Abhéangigkeit von der Position der Kugel in ihrer Zelle.

an einer Zelle und es ldsst sich — mit der mittleren Kugelanzahl pro Zelle ny — eine
Abschétzung der Anzahl der Kugeln angeben, die eine Kugel £; je nach ihrer Position
als Nachbarkugeln besitzt. Befindet sich k; im zentralen Sektor und iiberlappt den
Zellenrand somit nicht, dann betrigt die mittlere Anzahl der Nachbarn aus den
Gitterzellen

Vs Ve .V
a1 =ny (1 + 6— + 12—K + 8—E) —1, (8.2)

hinzu kommen noch die grofien, nicht ins Gitter eingefiigten Kugeln aus der separat

gespeicherten Liste. Fiir die in 2, 4 und 8 Zellen ragenden Kugeln gilt entsprechend

as =ny <2+9K+12E+4E) -1, (8.3)

as =ny <4 + 12K + 9& + 2@) —1 bzw. (8.4)
\Z Vi %

as = ny <8+12—S+6—K+1—E) —1, (8.5)

mit den Koeffizienten aus Tabelle 8.3. Vg steht fiir das iiber alle Kugelradien ermittelte
durchschnittliche Volumen, das den Aufenthaltsbereich des Mittelpunktes einer
Nachbarkugel eingrenzt. Es berechnet sich durch

N
1 , d(k;)
=N Eﬁ Vs(r;) mit r; = 5

Fiir Vx und Vg gilt Entsprechendes.
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8.2. Datenstrukturen fiir die Bestimmung der Nachbarn

Abbildung 8.7: Beispiele der Volumina Vg, Vix und Vg in den Nachbarzellen, die den
Aufenthaltsbereich des Mittelpunktes einer Nachbarkugel mit Radius r eingrenzen.

Wegen r; = d(k;)/2 < z/2 kénnen mit

ap < 8ny —1,

as < 10ny — 1,

ay < 125n; —1 und
ag < 15,625n,; — 1

obere Abschéatzungen der Gleichungen 8.2-8.5 angegeben werden, sie liegen alle
deutlich unter 27n; — 1, was die Anzahl der Nachbarn aus den Gitterzellen bei
Verzicht auf Sektoren darstellt.

Auf dhnliche Weise lasst sich die erwartete Anzahl der Nachbarkugeln fiir eine grofse

Kugel bestimmen, dies soll an dieser Stelle jedoch nicht weiter ausgefiihrt werden.

Optimale Zellengrofse

Um einen Wert fiir z zu finden, der die mittlere Anzahl der Nachbarn pro Kugel
minimiert, muss zundchst die Abhéngigkeit dieser Anzahl von Radius und Position
einer Kugel bekannt sein. Dazu werden die moglichen Positionen einer kleinen Kugel
k (mit Radius r := d(k)/2) in einer Zelle untersucht.
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8. Effiziente Nachbarschaftsbestimmung

Sollte k komplett innerhalb der Zelle liegen, so muss ihr Mittelpunkt zu jeder
Seitenwand einen Abstand > r aufweisen. Das Volumen, in dem sich der Mittelpunkt
befinden darf, betrigt also (2 —27)3, und die Wahrscheinlichkeit, dass der Mittelpunkt
der Kugel in diesem Bereich der Zelle liegt, ist

(z — 27“)3‘

wy(r) = =

Die Wahrscheinlichkeiten, dass eine Kugel durch eine der 6 Seitenwdnde insgesamt
2 Zellen, durch eine der 12 Kanten 4 Zellen oder durch eine der 8 Ecken 8 Zellen
iiberlappt, sind durch

67(z — 2r)?
wy(r) = = ,
12r(z — 2
wy(r) = r (Z3 r) und
z
&3
ws(r) = —

gegeben. Das sind alle Wahrscheinlichkeiten, es gilt wi (r) 4+ wa(r) +ws(r) +wy(r) = 1

Mit den ermittelten Aufenthaltswahrscheinlichkeiten einer Kugel und den aus diesen
Positionen resultierenden Nachbaranzahlen (Gleichungen 8.2-8.5) lasst sich eine

Schétzung fiir die zu erwartende Anzahl der Nachbarn der Kugel angeben, ndmlich
n(k) = G 4+ wy(r)ay + wa(r)ag + wa(r)as + wg(rjag — 1 fir d(k) < z

mit r = d(k)/2.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Zellengrofe z zu finden, die die erwartete Anzahl
der Nachbarn pro Kugel minimiert. Hierfiir geniigt es, die moglichen Werte fiir z auf
die Kugeldurchmesser d(k;) zu beschranken. Mit der erwarteten mittleren Anzahl

Nachbarkugeln aus den Gitterzellen fiir kleine Kugeln

1
N -G

d(k:)
2

Z (w1 (ri)ar + wa(r;)as + wa(ry)ay + ws(r;)ag) mit r; =
ri<z/2

A =

sowie einem analog dazu bestimmten Wert ag fiir grofse Kugeln ergibt sich die

erwartete Anzahl der Nachbarn pro Kugel in Abhéngigkeit von der Zellengrofse zu

N_GM+§%—L (8.6)

nz) =G+ N i
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Die dieser Berechnung zu Grunde gelegten Daten in der Tabelle 8.3 und den Glei-
chungen (8.2)—(8.5) unterstellen stillschweigend, dass eine kleine Kugel k; in allen
angrenzenden Zellen iiberlappende Nachbarn besitzen kann. Da eine kleine Nachbar-
kugel k;, j # 1, wegen d(k;) < z maximal bis zur Hélfte aus ihrer Zelle ragt, muss k;
den Mittelpunkt ihrer Zelle in allen Richtungen iiberragen, um iiberhaupt aus allen
angrenzenden Zellen iiberlappt werden zu konnen. Dieser Fall tritt seltener ein als
zunéchst zu erwarten ist, da in Simulationen stark polydisperser Mischungen viele
Kugeln einen Durchmesser < z/2 besitzen kénnen. Eine akkurate Schitzung der
erwarteten Anzahl der Nachbarn pro Kugel muss daher auch die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit fiir jede Kugel berechnen, dass diese den Mittelpunkt ihrer Randzellen
enthélt und Nachbarn aus den angrenzenden Zellen besitzen kann. Diese Rechnung
ist in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt worden, da schon die Berechnung von
Gleichung 8.6 so komplex ist, dass im Simulationsprogramm die Bestimmung der
optimalen Zellengrofse

2* = argmin7(z)

zu viel Zeit in Anspruch nimmt und beispielsweise fiir die Nachbarschaftsverwaltung
wahrend der Phase der Kugelplatzierung im Container langer dauert als die tatséchli-
che Platzierung selbst. Das liegt an der mit O(N?) aufwiindigen Bestimmung von z*
durch vollstdndige Enumeration. Auferdem kann es bei einer Containervergroferung
passieren, dass sich — wegen des festen z* — die Anzahl der Zellen pro Dimension
andert. Wenn dies geschieht, wird erneut ein optimales z* ermittelt. Daher wird eine
approximierte Schiatzung durchgefiihrt, die auf Gleichung 8.1 basiert und somit die
aus angrenzenden, nicht iiberlappten Zellen hereinragenden Kugeln vernachlassigt —
bei der spateren tatsidchlichen Ermittlung der Nachbarn einer Kugel werden diese
selbstverstandlich berticksichtigt. Die erwartete Anzahl der Nachbarn pro Kugel

betriagt nun
N
n
Tlappr(2) = G — 1 + WZ Zmz(k’i, 2)
i=1

mit G = |{k;: d(k;) > z}| sowie

und die beziiglich dieser Schatzung optimale Zellenldnge lautet

. -
Zappr = ATGMIN T (2).
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Zusammengefasst lassen sich vier Modifikationen feststellen, die das adaptive Gitter

gegeniiber der herkommlich verwendeten Variante auszeichnen:

1. Die Kugelmenge ist zweigeteilt. Kleine, in die Zellen passende Kugeln sind wie
gewohnlich im Gitter einsortiert, wogegen grofsere Kugeln in einer separaten

Liste gesammelt werden.

2. Die Position des Kugelmittelpunktes innerhalb der Zelle spielt bei der Bestim-
mung der Nachbarn eine Rolle, daher werden nur die von (einer Bounding Box)

der Kugel iiberlappten Zellen betrachtet.

3. In jeder Zelle erfolgt eine weitere Unterteilung der Kugeln geméfs der Klassifi-
zierung in 27 Sektoren. Kugeln eines Sektors besitzen den gleichen Uberlap-

pungsmodus beziiglich der Zelle.

4. Die Wahl der optimalen Zellengrofie erlaubt eine Minimierung der erwarteten

mittleren Anzahl an Nachbarn je Kugel.

8.2.2 Loose Octree

Zunachst wird der herkommliche Octree vorgestellt. Im Gegensatz zum Gitter sind
seine strukturellen Elemente nicht von gleicher Grofe. Der Gewinn aufgrund dieser
Flexibilitat wird jedoch durch einen Nachteil zunichte gemacht, der im darauf
folgenden Abschnitt gliicklicherweise durch die Variante des Loose Octree vermieden

werden kann.

Octree

Eine weitere, haufig verwendete Datenstruktur zur Verwaltung von Objekten im
dreidimensionalen Raum ist der Octree [JT80, Mea82|. Die Elemente — Knoten
genannt — dieser hierarchischen Baumstruktur konnen durch rekursive Aufteilung
erhalten werden: Sei das Zentrum des Containers im Koordinatenursprung positioniert.
Dann bildet der gesamte Container den ersten Knoten (Wurzelknoten) der Ebene 0,
und die Oktanten des Koordinatensystems partitionieren den Container in 8 gleich
grofse Teile, die Knoten der Ebene 1. Sie sind die Kinder des Wurzelknotens. Jeder
dieser Knoten ldsst sich seinerseits wiederum in 8 gleich grofte Unterknoten aufteilen
(siehe Abbildung 8.8), sodass eine pyramidenférmige Hierarchie entsteht. Auf der
Ebene [ besitzt der Octree [®* Knoten, wodurch die Anzahl der Ebenen (die Tiefe

des Baumes) aus Griinden des Speicherplatzbedarf meist im einstelligen Bereich
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anzusiedeln ist. Eine Moglichkeit zur drastischen Reduzierung dieses Speicherplatzes
bietet die nur bei Bedarf durchgefiihrte Unterteilung der Knoten, was bedeutet, dass
Knoten erst gar nicht erzeugt werden, wenn in ihnen keine Kugel abgelegt werden
wiirde. Diese adaptive Option macht jedoch nur bei statischen Szenen Sinn, da fiir
bewegte Objekte wiederum viele Operationen zum Loschen und Erstellen der Knoten

ausgefiihrt werden miissen, was der Performanz schadet.

Ebene 0 Ebene 1 Ebene 2
Abbildung 8.8: Die ersten drei Ebenen eines Octrees.

Eine Kugel k£ wird innerhalb des Octree genau im kleinsten (also in der tiefsten
Ebene liegenden) Knoten gespeichert, in den sie vollstéandig hineinpasst. Eine Nach-
barschaftsanfrage fiir £ bekommt dann sdamtliche Kugeln geliefert, die im Knoten
von k oder in dessen Vorfahren- oder Nachkommenknoten enthalten sind (natiirlich
ohne k selbst). Kugeln weiterer Knoten kénnen & nicht tiberlappen und kommen
nicht in Betracht.

Die durch die hierarchische Unterteilung bedingten starken Grofsenunterschiede
zwischen den Knoten verschiedener Ebenen scheinen einer polydispersen Mischung
entgegenzukommen. Tatséchlich besitzt die Speicherung im Octree jedoch ein — bereits
anderswo beschriebenes [Ulr00| — Merkmal, dass einer effizienten, ndmlich méoglichst
tiefen Speicherung der Kugeln im Baum entgegensteht: Wie Abbildung 8.9 sichtbar
macht, konnen Kugeln nicht nur aufgrund ihres Radius, sondern ebenso aufgrund
einer ungiinstigen Position in weit oben befindlichen Ebenen landen, wenn sie die
Teilungsebenen beriihren, wodurch sie zur Nachbarschaft sehr vieler anderer Kugeln

hinzugefiigt werden.

Innere und duftere Abgrenzungen der Knoten

Wie der Verfasser dieser Arbeit bereits in einer vorangegangenen Untersuchung zeigte
[RK09], ist der erstmals von Ulrich [Ulr00| beschriebene Loose Octree dem einfa-
chen Gitter und dem herkémmlichen Octree deutlich iiberlegen, wenn polydisperse
Kugelmischungen verarbeitet werden. Die Bezeichnung ,Loose” ist durch die Rela-

xierung der Bedingung geprégt, dass eine Kugel komplett innerhalb eines Knotens
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Abbildung 8.9: Kugelpackung mit visualisierter Knotenebene der Kugeln im Octree. Je
heller die Kugel, desto tiefer konnte sie im Baum abgelegt werden. Viele Kugeln schneiden
die Teilungsebenen und liegen damit in héheren Knoten.

liegen muss, denn die Knoten dieses Baumes besitzen eine innere und eine auftere
Abgrenzung. Die innere stimmt mit der Knotengeometrie im herkdmmlichen Octree
iiberein und muss den Kugelmittelpunkt jeder Kugel enthalten, die in diesem Knoten
gespeichert ist. Die Kugeln selbst diirfen jedoch diese innere Abgrenzung iiberlappen
und miissen lediglich komplett innerhalb der durch die dufsere Abgrenzung definierten
Geometrie liegen (sieche Abbildung 8.10 b). Auf diese Weise sorgt eine Uberlappung
der inneren Knotenabgrenzung nicht mehr automatisch dafiir, dass eine Kugel auf
einer hoher liegenden Ebene im Baum gespeichert werden muss. Das Resultat ist
eine Verteilung der Kugeln auf die Knoten der tieferen Ebenen, lediglich die — in
Betonmischungen nur in sehr geringen Anteilen vorkommenden — grofsten Partikel
werden weiter oben im Baum gespeichert; Abbildung 8.11 zeigt den Vergleich zum
Octree. Auch wenn durch die sich mit ihren dufseren Abgrenzungen iiberlappenden
Knoten (siche Abbildung 8.10 ¢) nun nicht mehr nur die Kugeln der Vorfahren
und Nachkommen des Knotens von k als Nachbarn in Betracht kommen, sondern
zusatzlich auch die Kugeln der auf der gleichen Ebene liegenden, angrenzenden
Knoten, so tragt die bessere Verteilung der Kugeln im Baum insgesamt zu einer

Reduzierung der Anzahl der Nachbarkugeln bei.
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auflere
/ Abgrenzung | ...

innere

Abgrenzun
2) b) srome o)

Abbildung 8.10: a) Octree: Die Kugel schneidet die Teilungsebene und wird im gréferen
Knoten platziert. b) Loose Octree: Die Kugel passt in die dufsere Abgrenzung des Kind-
knotens. c) Farbliche Hervorhebung der gegenseitigen Uberlappung der Knoten des Loose
Octrees.

100
B Octree
O Loose Octred
. 80
=
£
S 60 T
=)
2
5]
S 40
]
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<
0 - Il

0 1 2 3 4 5 6
Ebene im Baum

Abbildung 8.11: Beispiel fiir die Verteilung der Kugeln auf die Ebenen im Octree und
Loose Octree fiir eine polydisperse Packung.
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Sei C' die Seitenlédnge des Containers und damit auch der inneren Abgrenzung

simen — (7' in Ebene 0 des Loose Octrees. Die Seitenlinge der inneren Abgrenzung
betragt auf Ebene [ dann
) Sinnen
S;nnen — 20 l
2

und die der dufleren Abgrenzung
S%Jnnen

Slauﬁen — )\S;nnen =\ 2l

Als Expansionsfaktor sollte — wie bereits von Ulrich [Ulr00| vorgeschlagen — A = 2
gewahlt werden. In [RK09| wurde gezeigt, dass dieser Wert giinstig fiir das Einfiigen
einer Kugel in den Baum ist, welches nun in konstanter Zeit moglich ist: Die Ebene,

auf der eine Kugel k£ aufgrund ihres Durchmessers d = d(k) eingefiigt werden kann,

Ud) = {log2 ((A - 1)56“;%) J

berechnen. Ahnlich wie beim Gitter kann der Knoten dieser Ebene, der den Mittel-
punkt von k enthélt, in O(1) gefunden werden. Nun besteht jedoch die Moglichkeit,

dass d < s?(‘gifl gilt, d. h. die Kugel kénnte aufgrund ihrer Grofe sogar in die dufsere

lasst sich mittels

Abgrenzung eines Kindknotens des fiir die berechneten Knotens passen (siehe Ab-
bildung 8.12), was ebenso in O(1) fiir diesen Kindknoten iiberpriift werden kann.
Durch A\ = 2 ist sichergestellt, dass — von diesem einen abgesehen — keine weiteren

Nachfahren des Knotens in Frage kommen.

Ebene [ Ebene 1+1

=

Abbildung 8.12: Die Kugel k passt in den fiir sie berechneten Knoten der Ebene [, aber
auch in den Kindknoten, obwohl s{" > d(k) > s},

Bestimmung der Nachbarn

Fiir einem Baum kann durch Traversierung, also durch bei der Wurzel beginnendes,

rekursives Absuchen der Kinder eines Knotens, eine Liste erstellt werden, welche
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alle Kugeln der Knoten enthalt, die eine Kugel k schneiden kénnen. Die Implemen-
tierung von Algorithmus 8.1 muss daher fiir den Wurzelknoten mit dem Parameter
u =TEILWEISE_UEBERLAPPEND aufgerufen werden.

Algorithmus 8.1 bestimmeNachbarn: Bestimmung der Nachbarn in einem Baum.

Benotigt: Nachbarliste zur Zusammenstellung der benachbarten Kugeln
Benotigt: k£ = die Kugel, deren Nachbarn bestimmt werden sollen
Beno6tigt: u = Uberlappungszustand zwischen Kugel & und diesem Knoten
// falls Knoten nicht komplett von Kugel iiberdeckt: Uberlappung priifen
if u 7& KOMPLETT_UEBERLAPPEND then
u <= berechneUeberlappung(k)
// bei keiner Uberlappung brauchen dieser Knoten und alle Unterknoten nicht
beriticksichtigt werden
if © = NICHT_UEBERLAPPEND then
return
end if
end if
// ab hier ist die Kugel TEILWEISE_UEBERLAPPEND oder KOMPLETT_UEBERLAPPEND
Kugeln des aktuellen Knotens zur Nachbarliste zufiigen
if Kinder sind vorhanden then

for i =0,...,7do // alle Kinder traversieren
Kind; —bestimmeNachbarn(Nachbarliste, k, u)
end for
end if

Die fiir diesen Algorithmus nétige Berechnung der Uberlappungsart zwischen der
Kugel k& und einem Knoten benutzt den Algorithmus von Arvo [Arv90], um eine
(zumindest partielle) Uberlappung festzustellen, und testet dann gegebenenfalls auf
komplette Uberlappung des Knotens durch die Kugel. In Algorithmus 8.2 wird dies
dargestellt.

8.2.3 Geschachtelte Verlet-Listen

Die Idee der Verlet-Liste kann natiirlich auch hierarchisch ausgebaut werden. Wenn
die Verlet-Liste ng)(/{) wie in Abschnitt 8.1 beschrieben die potenziell iberlappenden
Nachbarn von k enthélt, dann kann bei einer notwendigen Aktualisierung von
LS))(I@) statt auf eine globale Nachbarschaftsstruktur ebenso auf eine weitere Verlet-
Liste LS)(/{) als Referenzmenge zuriickgegriffen werden, welche eine Obermenge
von LE/O)(I{:) darstellt. Diese Verschachtelung (siche Abbildung 8.13) kann beliebig
fortgesetzt werden, bis schliefslich die Verlet-Liste der letzten Stufe LS_I)(k) (bei s

Listen pro Kugel) fiir eine Aktualisierung alle Kugeln durchsuchen muss. Nach der
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Algorithmus 8.2 berechneUeberlappung: Berechnung der Uberlappung zwischen
Kugel und Knoten.

Benotigt: x,y, 2 = Koordinaten des Kugelmittelpunkts
Benotigt: i, Tmax, Ymin, Ymaxs Zmins Zmax = Minimale bzw. maximale Koordinaten
des Knotens
Benotigt: » = Radius der Kugel
0«0
if © < 2, then
§ <= (T — Tmin)?
else if z > z,,,« then
§ < (T — Trax)?
end if
if ¥y < ymin then
0«9 + (y - ymin)2
else if y > Y.« then
0<=0+ (y - ymax)2
end if
if 2 < zpn then
6§ <=6+ (2 — zmin)?
else if z > z,.« then
§ <0+ (2 — Zmax)?
end if
if § < r? then // Uberlappung festgestellt, liegt Knoten komplett in Kugel?
if Abstand jeder der 8 Knotenecken zum Kugelmittelpunkt < r then
return KOMPLETT_UEBERLAPPEND
else
return TEILWEISE_UEBERLAPPEND
end if
else
return NICHT_UEBERLAPPEND
end if
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Verschiebung einer Kugel muss fiir jede Verlet-Liste dieser Kugel gepriift werden, ob
eine Aktualisierung erforderlich ist, dabei zieht die Aktualisierung von ng)(k) auch

immer eine Aktualisierung der Listen Lg)(k), j=0,...,%—1 fiir kK nach sich.

Abbildung 8.13: Geschachtelte Verlet-Kugeln.

Fiir die Verlet-Distanzen der unterschiedlichen Stufen gilt dann 68) > 59 1>
in der Implementierung wurde wie oben (5‘(/0) = Tmin SOWie s = 4 und (5‘(/”1) =
1,55‘(;) fiir alle ¢ gewahlt. Eine hohe Anzahl an Verlet-Stufen sorgt fiir héheren
Verwaltungsaufwand, viel kritischer ist jedoch der Speicherplatzbedarf, da jede Kugel

in sehr vielen Verlet-Listen abgelegt werden muss.

8.3 Implementierung

Das Simulationsprogramm enthélt die Umsetzungen des adaptiven Gitters, des Loose
Octrees und der geschachtelten Verlet-Listen, des Weiteren wurden zu Vergleichs-
zwecken aufterdem die beiden grundlegenden Datenstrukturen zur Aufteilung des
Containers, Gitter und Octree, zusétzlich implementiert. Mit (der offensichtlichen)
Ausnahme der geschachtelten Verlet-Listen wurden aus allen globalen Nachbar-
schaftsstrukturen jeweils 2 Varianten abgeleitet, zum einen eine Version, die aus-
schliefslich die betreffende Datenstruktur umfasst, sowie zum anderen eine Version,
die mit den Verlet-Listen (als lokalem Cache der Nachbarn jeder Kugel) kombiniert

wurde. Abbildung 8.14 visualisiert die Klassenhierarchie am Vererbungsgraphen.

An der Spitze der Hierarchie steht eine Schnittstelle, die durch alle unterschiedlichen
Datenstrukturen implementiert werden muss. Die Klasse Nachbarschaft ist eine ab-
strakte Basisklasse, welche die wichtigsten Methoden — wie das Hinzufiigen der Kugeln

und das Aktualisieren der Nachbarschaftsverwaltung bei Anderung der Containergré-
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<<interface>>
SpatiallndexInterface

||||||||||||||||||||| - #laenge: double

#nachbarnFinden(k: Kugel, out nachbarn: kugelListe, verletDistanz: double = 0)
#nachbarnFinden(x: double, y: double, z: double, out nachbarn: kugelListe)

A

A

<<abstract>>
Nachbarschaft

+hinzufuegen(k: Kugel)

+aktualisieren(k: Kugel)

+getNachbarn(k: Kugel): kugelListe
+getNachbarnVonPunkt(out nachbarn:
kugelListe, x: double, y: double, z: double

NbGridA

NbModGrid

=

NbOctree

<<abstract>>
NbAktuell

NbLooseOctree

#nachbarliste: kugelListe

+getNachbarn(k: Kugel): kugelListe

<<abstract>>
NbVerlet

NbGridV

NbModGridA NbModGridV NbOctreeA NbOctreeV

NbLooseOctreeA NbLooseOctreeV NbVerletlisten

#verletSkin: double
#verletListe: kugelListe [1..N]
#referenzposition: Vektor [1..N]

#nachbarnLoeschen(k: Kugel)
#nachbarnBestimmen(k: Kugel)
+getNachbarn(k: Kugel): kugelListe

Abbildung 8.14: Die Hauptklassen der Nachbarschaftsverwaltung im UML-Diagramm.
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fse — vorgibt und einige von diesen bereits implementiert. So kann ein standardisierter
Aufruf aus dem Collective Rearrangement heraus erfolgen, unabhéngig von der
tatsdchlich verwendeten Klasse zur Nachbarschaftsverwaltung. Von der Basisklasse
abgeleitet sind die beiden Klassen NachbarschaftIA sowie NachbarschaftUOD, die
die Unterteilung der Nachbarschaftsverwaltungen in zwei Gruppen abbilden: Die
erstgenannte bildet die Basis aller Verwaltungen, die immer eine neue, aktuelle
Nachbarliste generieren, wiahrend alle mit in Verlet-Listen zwischengespeicherten
Nachbarn arbeitenden Verwaltungen von der letztgenannten abgeleitet sind. Sie
zentralisiert die Infrastruktur der Verlet-Listen, sodass diese nicht in jeder einzelnen

Nachbarschaftsverwaltung gepflegt werden muss.

Am unteren Ende der Hierarchie finden sich schlieflich die nutzbaren Verwaltungen
in ihren verschiedenen Varianten. In Abbildung 8.14 nicht mit aufgefiihrt sind

Helferklassen, z. B. zur Reprasentation eines Knotens im Loose Octree.

8.4 Leistungsvergleich

Alle vorgestellten Datenstrukturen wurden in mehreren Simulationslaufen eingesetzt,
um ihre Eignung in der Simulation polydisperser Mischungen unter Beweis zu stellen.
Die Testumgebung bestand aus 3 Mischungen mit jeweils N = 30.000, N = 50.000
bzw. N = 100.000 Kugeln, welche sich an einer Fuller-Kurve orientierten. Als
Plattform wurde ein Intel Core 2 Quad Q6600 Prozessor mit 4 GB Arbeitsspeicher

eingesetzt.

N =30.000

Gitter/Verlet

adaptives Gitte]
adapt. Gitter/Verle

Octree
Octree/Verle
Loose Octre

Loose Octree/Verl

mult. Verlet—-Listen

[ [ I I I
0 50 100 150 200

Zeit [sekK]

Abbildung 8.15: Zeitbedarf der initialen Kugelplatzierung von 30.000 Kugeln unter
Verwendung der verschiedenen Nachbarschaftsstrukturen.
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N =50.000

Gitter/Verlet
adaptives Gittef
adapt. Gitter/Verle
Octree
Octree/Verle
Loose Octre
Loose Octree/Verl

mult. Verlet-Listen

I 260 460 660 860
Zeit [sekK]

Abbildung 8.16: Zeitbedarf der initialen Kugelplatzierung von 50.000 Kugeln unter
Verwendung der verschiedenen Nachbarschaftsstrukturen.

N =100.000
Gitter/Verlet
adaptives Gittef ]
adapt. Gitter/Verle
Octree
Octree/Verle
Loose Octre
Loose Octree/Verl
mult. Verlet-Listen
(I) 10|00 20|00 30|00 40|00
Zeit [sekK]

Abbildung 8.17: Zeitbedarf der initialen Kugelplatzierung von 100.000 Kugeln unter
Verwendung der verschiedenen Nachbarschaftsstrukturen.
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Die Balkendiagramme in den Abbildungen 8.15-8.17 (Mittelwerte aus jeweils 6 Simu-
lationsldufen) zeigen die deutlichen Leistungsunterschiede der eingesetzten Varianten
fiir die komplette Phase der Platzierung der Kugeln im Container. Offensichtlich ist
das Gitter keinesfalls eine geeignete Datenstruktur, um sehr polydisperse Partikel
zu verwalten. Auch die multiplen Verlet-Listen verursachen eine vielfach langere
Bearbeitungsdauer als der Rest des Feldes. Der Grund liegt im enormen Umfang
der Verlet-Listen hoherer Stufen. Eine gezielte Anpassung der Parameter an die
jeweilige Zusammensetzung bzw. Polydispersitat der Mischung erscheint sinnvoll,

um gegebenenfalls bessere Ergebnisse mit dieser Datenstruktur zu erzielen.

500 —

Datenstruktur
200 4 adaptives Gitter
adapt. Gitter/Verlet
= 300 —— Octree
3 7 Octree/Verlet
= —— Loose Octree
N 200 7 —— Loose Octree/Verld
100 —
0 —

I I I I I I I I
30.000 40.000 50.000 60.000 70.000 80.000 90.000 100.000

Kugelanzahl

Abbildung 8.18: Abhéngigkeit der Dauer der initialen Platzierung von der Kugelanzahl
unter Verwendung der verschiedenen Nachbarschaftsstrukturen.

Fiir die weiteren Strukturen ist die Abhéngigkeit der Laufzeit dieser Phase von der
Kugelanzahl in Abbildung 8.18 ersichtlich. An die Spitze des Feldes hat sich der
Loose Octree gesetzt. Mit seiner Hilfe skaliert die Dauer der Platzierung nahezu
linear mit der Anzahl der Kugeln. Das adaptive Gitter leidet hingegen unter dem
Handicap der relativen Kiirze dieser initialen Platzierungsphase - die Optimierung
der Zellengrofse skaliert mit dem Quadrat der Kugelanzahl und nimmt den Grofteil
der Zeit in dieser Phase in Anspruch, die anschliefende Platzierung der Kugeln unter
Benutzung der angepassten Gitterstruktur lauft zwar schnell ab, kann aber diesen

Nachteil nicht aufwiegen.

Die Ergebnisse belegen aufterdem die Tatsache, dass die Benutzung der Datenstruk-
turen in Verbindung mit Verlet-Listen nicht immer einen Geschwindigkeitsvorteil
bringt. Wie zu erwarten, sind in dieser Phase diejenigen Varianten schneller, die
ohne die Verwaltung von Verlet-Listen auskommen. Der Vorteil des beschleunigten
Zugriffs auf die Nachbarn mit Hilfe der Listen kann hier nicht ausgespielt werden, da

die rdumliche und zeitliche Kohérenz der Kugeln nicht gegeben ist: Einer Kugel, die
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in einem Schritt zu stark iiberlappend und somit erfolglos platziert wurde, kann im
nachsten Schritt eine vollkommen andere Position im Container zugewiesen werden;
die Verlet-Listen miissen dadurch in beinahe jedem Iterationsschritt aktualisiert

werden.

Als Konsequenz der Resultate wird der Loose Octree als Datenstruktur in der initialen
Platzierungsphase eingesetzt, auf die Kombination mit Verlet-Listen wird an dieser
Stelle verzichtet. In weiteren Tests wurden anschlieend die Laufzeiten der kompletten
Simulation fiir die erwdhnten Mischungen ermittelt. Eingesetzt wurden dazu jedoch
nur noch das adaptive Gitter und der Loose Octree, da in Voruntersuchungen [RK09]
bereits die Unterlegenheit der einfachen Varianten Gitter und Octree festgestellt
worden ist und auch die multiplen Verlet-Listen ohne ausgiebige Tests und Anpassung

der Parameter ungeeignet sind.

monodisperse |

Mischung - O Loose Octree

| B Loose Octree + Verlet-Listg

polydisperse .
Mischung
[
0

I I I I I
20 40 60 80 100

Laufzeit [%0]
Abbildung 8.19: Vergleich der relativen Simulationslaufzeiten unter Benutzung des Loose

Octree mit bzw. ohne Verlet-Listen, betrachtet fiir eine mono- und eine polydisperse
Mischung mit jeweils 10.000 Kugeln.

Die Ergéanzung der beiden untersuchten Datenstrukturen durch Verlet-Listen ist
in dieser iterativen Phase unerlédsslich. Abbildung 8.19 veranschaulicht den Zeit-
vorsprung, der gegeniiber der puren, unveranderten Datenstruktur (hier der Loose
Octree) erzielt werden kann. Fiir diesen Vergleich wurden in Vorversuchen [RK09]

jeweils 10.000 Kugeln einer mono- und einer polydispersen Mischung simuliert.

Wie in Abbildung 8.20 zu sehen ist, kann die Simulation in allen betrachteten Fallen
mit Hilfe des Loose Octree schneller ausgefiihrt werden als unter Benutzung des
adaptiven Gitters. Zudem skaliert bei dieser Wahl die Leistung des Verfahrens besser
mit der verwendeten Kugelanzahl. Das adaptive Gitter liefert zwar dhnlich gute
Werte, kann aber betreffend der Leistung aufgrund der komplexen Optimierung
der Zellengréfe nicht zum Loose Octree aufschlieffen. Als Schlussfolgerung wird
der Loose Octree als zentrale Datenstruktur zur raumlichen Organisation der Ku-
geln wihrend der CR-Iterationen eingesetzt, in Kombination mit Verlet-Listen zur

Zugriffsbeschleunigung sorgt diese Nachbarschaftsverwaltung fiir einen effizienten
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N =30.000
adapt. Gitter/Verle |
Loose Octree/Verl
0 4.000 8.(|)00 12.IOOO 16.|000 20.|000
Zeit [sek]
N =50.000
adapt. Gitter/Verle |
Loose Octree/Verl
0 4.000 8.000 12.IOOO 16.|000 20.|000
Zeit [sekK]
N =100.000
adapt. Gitter/Verle |
Loose Octree/Verl
0 4.000 8.000 12.000 16.000 20.000
Zeit [sekK]

Abbildung 8.20: Zeitbedarf der Collective-Rearrangement-Phase fiir 30.000, 50.000 und
100.000 Kugeln unter Verwendung der in Frage kommenden Nachbarschaftsstrukturen.
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Ablauf der Simulation.

Die Anzahl der von diesen Komponenten an den CR-Algorithmus iibergebenen Nach-
barn je Kugel ist in Abbildung 8.21 fiir den gesamten Simulationsverlauf dargestellt.
Verwendet wurden die in Kapitel 7.3.4 angegebenen Parameter. Zu erkennen ist
eine tendenzielle Abnahme der Nachbaranzahl wahrend der Iteration, was in der
fortschreitenden Beseitigung der Uberlappungen begriindet ist. Unmittelbar nach
den beiden Containerverkleinerungen wird jeweils eine hohere Anzahl an Nachbarn
iibergeben, wobei dieser Anstieg nach der zweiten Verkleinerung nur gering ausfallt

und diesbeziiglich mit dem Ausmaf dieser Verkleinerung korreliert.

6,0
5,5+
5,0
4,5+

4,0

3,5

durchschnittliche Anzahl der Nachb

T T T T
0 2.000 4.000 6.000 8.000
Iterationsschritt

Abbildung 8.21: Anzahl der Nachbarn pro Kugel wihrend der Iteration.

168



Kapitel 9

Lokale Packungsdichte

Betrachtet man die Raumausfiillung in einem Teilstiick des Containers, so stellt
man mitunter fest, dass sie mit der Position innerhalb der Packung variiert. Ein
Grund kann bei harten Containerrdndern der Wandeffekt sein, der die Struktur in
den dufteren Schichten der Packung beeinflusst und die Raumausfillung dort im
Vergleich zum inneren Kern der Packung absenkt. Aber auch unter periodischen
Randbedingungen existieren lokale Schwankungen der Packungsdichte. Wenn etwa
ein Ausschnitt einer polydispersen Packung nahezu vollstdndig durch eine grofie
Kugel ausgetiillt ist, wird die Raumausfiillung dort deutlich hoher sein als im Rest

der Packung.

Die Berechnung der lokalen Raumausfiillung erfordert die Kenntnis des gesamten
Kugelvolumens innerhalb eines Ausschnitts der Packung und des Volumens des
Ausschnitts selbst. Wéahrend Letzteres in den meisten Féllen relativ simpel zu
ermitteln ist, ergibt sich fiir die Bestimmung des Kugelvolumens das Problem, dass
etliche am Rand des Ausschnitts befindliche Kugeln teils innerhalb und teils aufierhalb
von diesem liegen. Dies erfordert zum einen die genaue Ermittlung der betroffenen
Kugeln und zum anderen die Berechnung der Volumina der Kugelsegmente und ist

daher mit einigem Aufwand verbunden.

Eine alternative Methode stellt das ,Hit-or-Miss"“-Verfahren dar, das im néachsten
Abschnitt ndher erlautert wird. Es bietet sich fiir Problemstellungen an, bei denen
keine triviale Moglichkeit zur Ermittlung des Kugelvolumens gegeben ist. Neben der
Bestimmung der lokalen Packungsdichte kann es auch zur Berechnung des Volumens
und der Oberflache sich iiberlappender Kugeln eingesetzt werden, siehe Kapitel 10.2.1
und 10.2.2.
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9. Lokale Packungsdichte

9.1 Monte-Carlo-Methode zur Bestimmung der

Raumausfiillung

Die ,Hit-or-Miss*“-Technik ist eine Monte-Carlo-Methode und ermdoglicht die ap-
proximative Ermittlung der Raumausfiillung innerhalb beliebiger abgeschlossener
Réaume im Container. Dabei ist es unerheblich, ob der zu untersuchende Raum an
den Réndern Kugelabschnitte enthilt. Konvexitét ist ebenso keine Voraussetzung,
allerdings erleichtert eine einfache Form das Generieren von Testpunkten innerhalb
des Raumes. Das Simulationsprogramm muss lediglich eine Funktion bereitstellen,
die entscheidet, ob ein gegebener Punkt im freien Porenraum oder innerhalb einer
Kugel liegt. Diese Entscheidung wird fiir eine grofte Anzahl T" zuféllig innerhalb des
zu testenden Volumens generierter Punkte getroffen (siche Abb. 9.1). Mit der Anzahl
der Treffer (,Hits") innerhalb von Kugeln h ergibt sich die Raumausfiillung dann als

Abbildung 9.1: Bestimmung der Raumausfiillung durch Auswerten der Testpunkte.

Fiir die Implementierung der , Hit-or-Miss“-Methode ist zu beachten, dass die Uberprii-
fung der Testpunkte nicht fiir alle Kugeln erfolgen muss, sondern unter Einbeziehung
der Nachbarschaftsverwaltung auf Kugeln in der Niahe des Testpunktes beschrankt
werden kann. Die Nachbarschaftsverwaltung kann einen Testpunkt zu diesem Zweck
als Kugel mit Radius 0 betrachten, um dadurch bereits fiir die Nachbarsuche unter
Kugeln vorhandene Routinen weitestgehend {ibernehmen zu kénnen. Zudem kann

die Uberpriifung weiterer Kugeln in der , Hit-or-Miss“-Methode iibersprungen werden,
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sobald feststeht, dass der zu untersuchende Testpunkt innerhalb einer Kugel liegt.
Fiir einen wiirfelféormigen Ausschnitt ist die Implementierung durch Algorithmus 9.1
angegeben, fiir Zylinder jedoch bieten sich zwei Moglichkeiten zur Erzeugung der

Testpunkte an, diese werden in Abschnitt 9.1.1 vorgestellt und verglichen.

Algorithmus 9.1  Hit-or-Miss“-Methode zur Bestimmung der Raumausfiillung.

Bendétigt: T = Anzahl der Testpunkte
Bendtigt: [ = halbe Seitenlédnge des im Ursprung zentrierten Wiirfels
h <0
fort=1,...,7T do
x < gleichverteilte Zufallszahl aus [, ]
y < gleichverteilte Zufallszahl aus [—1, (]
z <= gleichverteilte Zufallszahl aus [—[, (]
bestimme Kugeln &, ..., k, in der Nachbarschaft von (x/y/z)
a<=h
1<=0
repeat
1<=1+1
if Punkt (z/y/z) liegt in Kugel k; then
h<h+1
end if
until h >a Vi=n
end for
dne = %
return ¢y

Um festzustellen, welche Anzahl T' der Testpunkte eine gute Approximation der Raum-
ausfiillung der gesamten Kugelpackung erlaubt, sollen Versuche mit unterschiedlichen
T in einem wiirfelférmigen Container durchgefiihrt werden. Als Referenzwert der
Raumausfiillung (fiir den kompletten Container) bietet sich der in Definition 2.2.1.1

vorgestellte Quotient ¢ von Kugelvolumen und Containervolumen an.

Da erste Vorversuche mit einfachen Mischungen mehrerer diskreter Partikelgrofien
fiir 10 Millionen Testpunkte sehr gute Ergebnisse lieferten, soll an dieser Stelle
iiberpriift werden, ob diese Anzahl fiir praxisrelevante Mischungen ausreicht oder
sogar iiberdimensioniert ist. Dazu wurden fiir zwei Mischungen und verschiedene
Testpunkteanzahlen je 10 Simulationslaufe durchgefiihrt und jeweils Mittelwerte fiir
¢ und ¢yc gebildet, sowie deren Differenz ausgewertet. Als Testmischungen dienten
eine polydisperse Mischung mit einer der Fuller-Kurve entsprechenden Verteilung
und zu Vergleichszwecken eine monodisperse Mischung. Da bei letzterer die Kugeln
im Container sehr homogen verteilt sind, unterliegt die Raumausfiillung nur &duferst

geringen lokalen Schwankungen. Daher diirfte hier auch bei einer deutlichen Verrin-
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gerung von T die Qualitdt der Monte-Carlo-Approximation stabiler bleiben als bei

der polydispersen Mischung.

Mittelwerte %]

Testpunkte Containervolumen 0] 3% e Differenz
monodispers

10.000 24961,47 62,9289 63,2450 0,5628

100.000 24962,30 62,9268 62,9746 0,1346

1.000.000 24965,12 62,9197 62,9287 0,0416

10.000.000 24964,58 62,9211 62,9293 0,0145
polydispers (Fuller-Verteilung)

10.000 1392,51 78,6965 78,5240 0,3516

100.000 1403,65 78,0414 77,8308 0,2193

1.000.000 1394,48 78,5734 78,3990 0,1745

10.000.000 1400,29 78,2490 78,0848 0,1642

Tabelle 9.1: Vergleich der Ergebnisqualitét verschiedener Anzahlen von Testpunkten.

Tabelle 9.1 und Abbildung 9.2 geben die Mittelwerte der Simulationslaufe an, welche
mit jeweils 30.000 Kugeln durchgefiihrt wurden. Sowohl fiir die mono- als auch fiir
die polydisperse Mischung sinkt die mittlere Abweichung der beiden ermittelten
Raumausfiillungswerte, wenn die Anzahl der Testpunkte erh6ht wird. Bei groferen
Anzahlen fallt diese Abweichung fiir die monodisperse Mischung wie erwartet deutlich

geringer aus als im polydispersen Fall.

Aus den Simulationsergebnissen lasst sich erkennen, dass fiir 7 > 1 Million Testpunk-
te selbst eine Verzehnfachung dieser Anzahl keine signifikanten Verbesserungen in
der Qualitdt der Monte-Carlo-Approximation mit sich bringt. Andererseits liegt eine
mittlere Abweichung von weniger als 0,2 Prozentpunkten innerhalb der Schwankungs-
breite der Simulationsergebnisse fiir diese Mischung und ist somit ein ausreichend
guter Wert fiir die Abschéatzung der Raumausfiillung, sodass fiir dhnlich polydisperse
Mischungen 7' = 1 Million Testpunkte empfohlen werden kénnen. Bei der monodi-
spersen Mischung hingegen erlauben bereits 100.000 Testpunkte diese Qualitat der

Monte-Carlo-Approximation.

9.1.1 Erzeugung der Testpunkte im Zylinder

Es soll nun eine Packung in einem zylinderférmigen Container betrachtet werden, als

Teilraum fiir die Testpunkte dient hier wie zuvor der gesamte Container. Fiir die Er-
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monodisperse Mischung
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Abbildung 9.2: Tatséchliche (¢) und per Monte-Carlo-Methode approximierte Raumaus-
fillung (pnc) fiir verschiedene Anzahlen der Testpunkte im Vergleich.
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zeugung der Testpunkte in einem zylinderférmigen Container mit Hohe A und Radius
r kann nur eine einzige der Koordinaten aus einem Intervall gleichverteilt erzeugt wer-
den, fiir einen im Ursprung zentrierten Zylinder also aus [—h/2, h/2]. Fiir die anderen
beiden Koordinaten reduziert sich das Problem auf die Erzeugung eines Punktes auf
einer Kreisscheibe. Dies kann entweder mit einer Annahme/Verwerfung-Methode
oder durch die Transformation von mittels gleichverteilter Zufallszahlen erzeugter
Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten geschehen; die beiden Moglichkeiten
sind durch die Algorithmen 9.2 und 9.3 beschrieben.

Algorithmus 9.2 Annahme/Verwerfung-Methode zur Erzeugung eines Punktes in
einem Zylinder.

Benotigt: h = Hohe des im Ursprung zentrierten Zylinders
Benotigt: » = Radius des Zylinders
y < gleichverteilte Zufallszahl aus [—%, 2]
repeat
x < gleichverteilte Zufallszahl aus [—r, 7]
z <= gleichverteilte Zufallszahl aus [—r, 7]
until 22 + 22 < r?
return (z/y/z)

Algorithmus 9.3 Polarkoordianten-Methode zur Erzeugung eines Punktes in einem
Zylinder.

Benotigt: h = Hohe des im Ursprung zentrierten Zylinders
Benotigt: » = Radius des Zylinders

y < gleichverteilte Zufallszahl aus [—%, %]

0 < gleichverteilte Zufallszahl aus [0, 27]

s <= gleichverteilte Zufallszahl aus [0, 1]

s<rys

x <= s- cosl

z < s-sinf

return (z/y/z)

Die Annahme/Verwerfung-Methode sortiert im Mittel

wr?

11— ——~21,46%

(2r)? °
der Testpunkte aus, somit miissen im Mittel % Testpunkte erzeugt werden, um T’
gliltige Punkte zu erhalten. Wie die Ergebnisse eines Vergleichs beider Verfahren
in Abbildung 9.3 zeigen, ist diese Methode dennoch leicht schneller als die Trans-
formation aus Polarkoordinaten, so dass ihr in der Implementierung der Vorzug

gegeben wurde. Der Grund fiir diese (wenn auch nur geringe) Differenz ist in der
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hohen Komplexitat und somit niedrigeren Verarbeitungsgeschwindigkeit der Wurzel-

sowie der trigonometrischen Funktionen zu vermuten.

250 | m Annahme/Verwerf
O Polarkoordinaten
200 —
— 150
()
D,
3
N
100 —
50
a

1 Million 10 Millionen
Anzahl der Punkte

Abbildung 9.3: Performanzvergleich fiir Methoden zur Erzeugung von zufélligen Punkten
in einem Zylinder.

9.2 Untersuchung der Verteilung der
Packungsdichte

Mit der ,Hit-or-Miss“-Methode steht nun ein Werkzeug zur Verfiigung, das es erlaubt,
die Verteilung der Raumausfiillung in abgeschlossenen Regionen eines Containers
zu untersuchen. Dazu werden die erzeugten Testpunkte je nach Abstand zum Con-
tainerrand in enge Klassen eingeteilt, fiir die eine separate Auswertung moglich ist.
Befindet sich die Packung in einem Zylinder mit periodischen Randbedingungen fiir
den Zylinderboden und -deckel, so werden die Testpunkte ausschlieflich in Bezug auf
den Abstand zum Zylindermantel kategorisiert. Da im Zylinder (im Gegensatz zum

Containerwiirfel) keine Ecken vorhanden sind, erlaubt diese Situation die Berechnung
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der radialen Raumausfiillungsverteilung (vgl. radiale Porositétsverteilung in
[Lim02]).

Definition 9.2.0.1 Die radiale Raumausfiillungsverteilung ¢,.q: [0, R] — [0, 1]
gibt die lokale Raumausfillung in einem zylinderformigen Container mit Durchmesser
2R in Abhdngigkeit vom Abstand zum Zylindermantel an. ¢rqq(r) ist definiert als die
Summe der Mantelanteile eines innerhalb des Containers zentrierten (Test-)Zylinders
mit Radius R — r, die eine Kugel der Packung schneiden, ins Verhdltnis gesetzt zu

dessen gesamter Mantelfliche.

Abbildung 9.4 skizziert das Prinzip der radialen Raumausfiillungsverteilung.

Container

Test-
zylinder

Abbildung 9.4: Schnitt durch einen zylinderférmigen Container. Durch die Schnittflichen
der Kugeln mit dem innenliegenden Zylinder mit Radius r kann ¢;,q(r) bestimmt werden.

Im Rahmen einer Dissertation iiber die Modellierung von Festbettreaktoren ana-
lysierte Limberg die Verteilung der Porositéat innerhalb von monodispersen Kugel-
packungen, die in einem Container mit harten Randbedingungen simuliert worden
waren |Lim02|. U. a. betrachtete er die radiale Porositatsverteilung €(r) = 1 — ¢paa(r)
in einen Zylinder mit Hohe h = 250d und Durchmesser D = 5d fiir eine Packung
monodisperser Kugeln mit Durchmesser d. Abbildung 9.5 zeigt die in die radiale
Raumausfiillung konvertierte Kurve Limbergs im Vergleich mit den Ergebnissen des
vorliegenden Simulationsprogramms. Die Kurven dhneln sich, leichte Unterschiede
sind auf die unterschiedlichen Simulationsverfahren zuriickzufithren. Limberg benutzt
einen hybriden Ansatz mit einer Kombination aus einer RSA-Methode und einer

Optimierungskomponente.

Auch die radiale Raumausfilllung ¢,.q(r) zeigt deutlich den Wandeffekt des Zylin-
dermantels: Das absolute Minimum von ¢,,q(r) liegt bei r = 0d, anschliefend liefert
die duferste Kugelschicht ein Maximum bei 0,5d < r < 0,6d. Das nédchste Minimum
ist noch sehr scharf und bei Limberg etwas tiefer, da in dessen Ansatz eine Zwangs-
bedingung dafiir sorgt, dass die dufersten Kugeln den Zylinderrand beriihren, was

mit dem vorliegenden Simulationsprogramm nicht immer der Fall ist. Die Amplitude
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Abbildung 9.5: Radiale Raumausfiillung in Abhéngigkeit vom Abstand zum Zylinder-
mantel fiir D = 5d.

VOn ¢raq(r) nimmt im weiteren Verlauf ab, im Zentrum der Packung (r = 2,5d)
sind die Abweichungen am stéarksten. Dort wéren sogar Extrema von ¢,,q(2,5d) = 0
oder ¢;2q4(2,5d) = 1 moglich, namlich dann, wenn das innerste untersuchte Segment

vollstandig innerhalb des Porenraums bzw. innerhalb einer Kugel liegt.

Die ,Hit-or-Miss“-Methode kann genutzt werden, um sowohl die Stéirke als auch
den Wirkbereich des Wandeffekts an harten Containerrandern zu quantifizieren.
Zudem kann durch Aufsummierung der Testpunkte in den einzelnen Schichten eine
kumulierte Raumausfiillung sowohl vom Containerinneren nach aufen als auch in
umgekehrter Richtung gewonnen werden. Abbildung 9.6 zeigt diese beiden Kurven
und die zugehorige radiale Raumaustiillung fiir einen Zylinder mit Durchmesser
D = 12d und eine Packung aus 10.000 Kugeln mit Durchmesser d. Bis etwa r = 5d
lasst sich die durch den Wandeffekt erzeugte regelméfige Struktur anhand der

Schwingungen von ¢..q(r) verfolgen.

Markiert sind aufkerdem die Raumausfiillung der Packung ¢ = 60,26 % sowie ein
Schatzwert fiir eine Raumausfiillung ¢exwana = 62,94 %, die die Packung ohne den
Einfluss des Wandeffekts erzielen wiirde. Diese berechnet sich aus dem Median der
radialen Raumausfiillungen in den einzelnen Schichten und bildet so eine neue und

zugleich einfache Moglichkeit, den Einfluss des Wandeffekts auf die Raumausfiillung
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Abbildung 9.6: Radiale Raumausfiillung in Abhéngigkeit vom Abstand zum Zylinder-
mantel fiir D = 12d.

zu quantifizieren.

Fiir eine bidisperse Mischung mit d; = 1 und dy = 4 stellt Abbildung 9.7 die
radiale Raumausfiillung in einem Zylinder mit D = 12d; dar. Die scharfen lokalen
Minima liegen etwa bei r = 1d; und r = 4d;, also in dem Bereich, in dem die
aufersten Schichten der beiden Kugelsorten enden. In der Zylindermitte bei r = 6d;
herrscht eine hohe Raumausfiillung, bedingt durch Kugeln mit dy = 4, die dort im
Containerzentrum eingekeilt sind. Zum Vergleich zeigt Abbildung 9.8 schliefslich
eine Mischung mit zugrundeliegender Fuller-Verteilung, der Zylinder besitzt den
Durchmesser D = 12d,,;,,. Hier steigt ¢ aq(r) iber weite Strecken monoton an, eine
Welle ist nicht zu erkennen, sodass eine regulére Anordnung der Kugeln ausgeschlossen

werden kann.

Abbildung 9.9 demonstriert, dass die lokale Bestimmung der Raumausfiillung auch
in einem wiirfelformigen Container moglich ist. Dieser besitzt an allen Seiten harte
Rénder, der Kurvenverlauf ist jedoch zumindest in den Regionen bis zu einem
Wandabstand von r = 6d; dem in Abbildung 9.7 sehr dhnlich. Die Definition der
radialen Raumausfiillung muss fiir diesen Fall dahingehend modifiziert werden, dass

statt der Mantelfliche eines Zylinders mit Radius r die Oberfliche eines Wiirfels mit
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Abbildung 9.7: Verteilung der Raumausfiillung einer bidispersen Packung im Zylinder
mit D = 12d;.
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Abbildung 9.8: Verteilung der Raumausfiillung einer Fuller-verteilten Packung im Zylinder
mit D = 12dpy.
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Seitenlédnge r/2 betrachtet wird; sie sei fiir einen Wiirfel mit qgrad(r) bezeichnet. Die
im Containerwiirfel enthaltene bidisperse Packung weist im Zentrum eine kleine Liicke
auf (moglicherweise ein Zwickel zwischen zwei grofen Kugeln), was das Absacken
der Funktion fiir » > 10d; erklart.
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Abbildung 9.9: Verteilung der Raumausfiillung einer bidispersen Packung im Wiirfel mit
S =~ 22,9d;.
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Kapitel 10
Packungen weiterer Partikelformen

Bislang wurden in dieser Arbeit Simulationen von Kugelpackungen diskutiert. Wah-
rend das Kugelmodell fiir einige wenige Stoffe (z.B. Flugasche) eine sehr gute
Approximation darstellt, so gibt es viele weitere Materialien, deren Partikel eine
von der Kugelform mehr oder weniger deutlich abweichende Gestalt besitzen. Der
folgende Abschnitt soll die in der Literatur beschriebenen Partikelmodelle und deren
Umsetzung in der Simulation beleuchten, bevor die Realisierung komplexerer Formen
im vorliegenden Simulationsprogramm vorgestellt wird. Dazu wird ein konstruktiver
Ansatz befolgt, bei dem mehrere Kugeln zu einem Kugelcluster zusammengefasst
werden und so gemeinsam ein Partikel bilden. Ein wichtiger Aspekt ist dabei die Un-
terstiitzung beliebiger Partikelformen, zugleich miissen Konzepte wie Nachbarschaft

und tiberlappungsbasierte Verschiebung der Cluster angepasst werden konnen.

10.1 Literaturubersicht

Simulationen von dreidimensionalen Packungen mit von der Kugelgestalt abwei-
chenden Partikelformen sind ein junges, erst innerhalb der letzten zehn Jahre aufge-
kommenes Forschungsgebiet, was sich mit der groferen Rechenlast solcher Modelle
begriinden lésst, welche erst mit leistungsfihigeren Computern bewéltigt werden

konnte. Entsprechend rar sind Literaturstellen zu diesem Thema.

Hilfreich fiir die Einordnung der im Folgenden aufgelisteten Forschungsergebnisse
verschiedener Autoren ist die Kenntnis einer oberen Schranke der maximal erreichba-

ren Raumausfiillung ¢,.x (im monodispersen Fall). Torquato und Jiao [TJ09| geben
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10. Packungen weiterer Partikelformen

dafiir die Formel

) Vp m
Pmax < Pobere Schranke = N (V_K\/_1_87 1)
an, wobei Vp das Volumen des Partikels kennzeichnet und Vi das Volumen der groften
Kugel darstellt, die dem Partikel einbeschrieben werden kann. Die Autoren geben auch
einen Beweis an: Die maximale Packungsdichte der Partikel kann durch die maximale
Anzahl der Partikel im Einheitsvolumen, multipliziert mit Vp, ausgedriickt werden.
Wird nun jedes Partikel durch seine grofstmogliche einbeschriebene Kugel ersetzt,
so erhélt man eine Kugelpackung. Die Raumausfiillung dieser Kugeln ist nach oben
durch die maximale Raumausfiillung ¢* . = 7/v/18 & 0,74 monodisperser Kugeln

beschrénkt (siche Gleichung 2.3). Das Volumen der Partikel ist um den Faktor Vp/Vi

grofer, daher ist ¢pax von oben durch ¢ = (Vp/Vk) - (m/+/18) beschrinkt.

obere Schranke

Diese Schranke kommt nur fiir den Fall < 1 zum Tragen, ansonsten

obere Schranke

bildet ¢obere Schranke = 1 das triviale Maximum der Raumausfiillung.

10.1.1 Ellipsoide

Packungen aus Ellipsoiden konnen eine hhere Raumausfiillung als Kugeln aufweisen.
Fiir monodisperse Packungen erzielten Torquato, Donev et al. Raumausfillungen
von ¢ =~ 68-71%, indem sie Packungen der M & M’s-Schokolinsen sowohl im
Experiment als auch in der Simulation untersuchten [DCS*04, MDS*05, DTS05b].
Fir Ellipsoide anderer Mafse konnten sie sogar ¢ =~ 74 % erreichen. Weitz erklart
dies mit dem Drehmoment, das Ellipsoide im Gegensatz zu den rotationsinvarianten
Kugeln erfahren konnen [Wei04]. Dadurch seien in Ellipsoidpackungen mehr Kontakte
notig, um die Ellipsoide in ihrer Position zu fixieren, was wiederum eine hoéhere

Raumausfiillung mit sich bringe.

Als Modell zur Optimierung der Leistung Lithium-Ionen-basierter Batterien simu-
lierten Yi et al. Packungen verformbarer Ellipsoide [YWS06]. Vor der Verformung
als Resultat des Verdichtungsdrucks konnte aufgrund des verwendeten Algorithmus
nur eine Raumausfiillung von ¢ =~ 58 % festgestellt werden, jedoch lag auch dieser
Wert hoher als die Raumausfiillung, die die Autoren mit dem gleichen Verfahren fiir

monodisperse Kugelpackungen erzielten (¢ ~ 55 %).

Sherwood [She97| simulierte mit Random Sequential Adsorption monodisperse Pa-
ckungen aus Rotationsellipsoiden (auch: Sphéroide). Er konnte dabei zwei Maxima

der Raumausfiillung feststellen, fiir ein Achsenverhéltnis von a = 1,4 (prolate Sphé-
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10.1. Literaturiibersicht

roide) und a = 0,7 (oblate Sphéroide). Dazwischen befand sich fiir die Kugelgestalt

(a = 1) ein lokales Minimum.

Ebenfalls mit zufélligen Sphéroidpackungen befassten sich Bezrukov und Stoyan
[BS06]. Sie erzeugten mit einem CR-Verfahren eine grofe Anzahl dieser Packungen
mit variierendem Achsenverhéltnis, konnten jedoch nicht die durch Donev et al.

erzielte Raumausfiillung ¢ ~ 74 % erreichen.

10.1.2 Zylinder

Zylinder (auch: Stédbchen) wurden von Zhang sowohl in experimentellen als auch in
(mittels CR) simulierten Packungen erforscht, siche [Zha06] und darin enthaltene
Literaturangaben. Unter Variation des Verhéltnisses a = [/d zwischen Zylinderldnge
[ und -durchmesser d konnte ein schwaches Maximum der Raumausfiillung monodis-

perser Zylinderpackungen bei a = 1,2 beobachtet werden.

Zylinder mit abgerundeten Enden, sog. Sphéarozylinder, betrachteten Williams and
Philipse [WP03]. Das Grofenverhéltnis wurde von ihnen bis zu a = 160 variiert, die
hochste Raumausfiillung einer monodispersen Packung (¢ &~ 70 %) erreichten sie

jedoch mit sehr kurzen Spherozylindern (a = 0,4).

10.1.3 Wiirfel

Gepackte Wiirfel neigen zur Anordnung in regelméfigen Strukturen, wie Zhao und
Li per Simulation zeigten [ZL08|. Sie verwendeten dazu aus jeweils 64 Kugeln zu-
sammengesetzte Cluster, die anfangs eine Kugelgestalt annahmen. Anschlieftend
wechselten sich ein Anordnungsprozess mittels eines CR-Algorithmus und die Ver-
formung der Cluster ab, sodass diese morphologisch in Wiirfel iibergingen. Nach
Abschluss der letzten CR-Iteration entstand so eine Wiirfelpackung, in der sich die

Wiirfel teilweise an ihren Seitenflichen gemeinsam ausrichteten. Die Packungsdichte

betrug ¢ ~ 77,55 %.

10.1.4 Tetraeder

Wie Torquato und Jiao per Simulation zeigten [TJ09], kénnen Packungen aus regulé-
ren Tetraedern eine Raumausfiillung von ¢ ~ 78,20 % erzielen, die bis dato hochste

Raumausfiillung fiir monodisperse Partikel dieser Geometrie.
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10. Packungen weiterer Partikelformen

Li et al. simulierten Packungen aus Tetraedern [LZZ08|, die sie aus Kugeln zusam-
mensetzten. Auch diese erreichen mit ¢ ~ 68,17 % eine Raumausfiillung, die die
monodisperser Kugeln iibersteigt. Die Koordinationszahl solcher Packungen geben
die Autoren mit K ~ 7,21 an. Fiir Tetraeder mit abweichenden Hohen konnten die

Autoren die Packungsdichte reguléarer Tetraeder nicht iibertreffen.

Als Modell fiir Gesteinsbrocken dienten Tetraeder in der Simulation von Latham et
al. [LMLO02]. Eine hohe Raumausfiillung konnte mit ¢ = 38,3 % jedoch nicht erzielt
werden, da der verwendete Algorithmus vom Typ RSA keine Rotation der Tetraeder

zulief.

10.2 Realisierung alternativer Partikelformen

Mittels DigiPac, einem von Jia und Williams [JWO01, JGW02, GGJW04, JGWRO07]
entwickelten System zum simulierten Packen beliebig geformter Partikel, lassen sich
die Partikelgestalt sowie der Container auf Voxelbasis diskretisieren. Der Aufwand
fiir umfangreiche Packungen komplexer Partikel kann jedoch betrachtlich werden.
Um die Vorteile von Kugeln (simple Abstandsberechnung, Kollisionserkennung)
beizubehalten, kann die Nachbildung komplexerer Kornformen erfolgen, indem diese
aus den Kugelprimitiven zusammengesetzt werden, siehe z. B. [LZZ08, ZL08|. Lésst
man dabei Uberlappungen sowie unterschiedliche Kugelgréfen innerhalb eines solchen
Kugel-Clusters zu, so sind praktisch alle Kornformen beliebig gut approximierbar.
Dieses Verfahren wird u.a. auch in der kommerziellen DEM-Simulation (EDEM

[EDEQ9]) eingesetzt.

Die Positionen der Kugeln innerhalb eines Partikels sind im vorliegenden Simulations-
programm starr, d. h. es sind keine relativen Bewegungen der Kugeln untereinander
vorgesehen. Ebenso ist dadurch keine Deformation der Partikel moglich, ein durch
solch einen Kugel-Cluster dargestelltes Partikel verhélt sich damit analog zu harten

Kugeln.

In der Implementierung wird ein Cluster durch eine eigene Datenstruktur Partikel
dargestellt. Um die Zuordnung festzuhalten, enthélt jedes Partikel eine Liste mit
Zeigern auf Objekte des Typs Kugel, diese ihrerseits speichern jeweils einen Zeiger
auf ihr Partikel-Objekt.

Die Nachbarschaftsverwaltung lésst sich auf einfache Weise an diese Art der Model-
lierung beliebiger Partikelformen anpassen, sodass sie weiterhin mit den einzelnen

Kugelprimitiven arbeiten kann. Es muss lediglich sichergestellt werden, dass sich
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Kugeln, die Bestandteil desselben Partikels sind, nicht gegenseitig als Nachbarn
betrachten kénnen. Die Zugehorigkeit jeder Kugel wird daher in der Nachbarschafts-
verwaltung durch Abfrage ihres Zeigers auf das Partikel-Objekt gepriift.

10.2.1 Bestimmung des Volumens

Die Ermittlung der Packungsdichte setzt die Bestimmung der Partikelvolumina voraus.
Fiir viele einfache Partikelformen wie Zylinder oder Tetraeder existieren Formeln fiir
diesen Zweck, auf die selbstverstdndlich auch dann zuriickgegriffen werden kann, wenn
diese Formen durch zusammengesetzte Partikel approximiert werden. Verallgemeinert
man die Anwendungen jedoch auf beliebig komplexe Partikelgeometrien, so stofst
dieses Vorgehen schnell an seine Grenzen. Die Volumenbestimmung fiir beliebig
aus Kugeln zusammengesetzte Partikel ist nicht trivial, denn sie kénnen sowohl
Uberschneidungen der einzelnen Kugeln als auch Hohlrdume enthalten. Eine einfache
Ermittlung ihres Volumens durch Aufaddierung der Kugelvolumina oder Berechnung
einer Umkugel ist somit nicht moglich. Zwar existiert eine Formel zur Berechnung
des Schnittvolumens zweier Kugeln [AMT72], aber eine Adaption an die Situation

mehrerer sich schneidender Kugeln ist iiberaus kompliziert.

Eine bessere Option ist die Volumenbestimmung mit der ,Hit-or-Miss“-Methode, die
im vorliegenden Simulationsprogramm auch zur Ermittlung der lokalen Raumausfiil-
lung und Quantifizierung des Wandeffekts eingesetzt wird, siehe Kapitel 9. Dieses
Monte-Carlo-Verfahren muss fiir jede Partikelform einmalig durchgefiihrt werden.
Dazu wird ein zusammengesetztes Partikel zentriert im Ursprung positioniert und
ein umschliefender Wiirfel (die bounding box) bestimmt, dessen Seitenldnge 2s sei.
Algorithmus 10.1 gibt an, wie das Zahlen der zuféllig generierten Testpunkte inner-
halb (,Hits“) und aufserhalb (,Misses) der Kugeln des Clusters auf das Volumen des
Partikels fithrt. Zu beachten ist die vorzeitige Beendigung der Priifung eines Punktes,
sobald klar ist, dass er innerhalb einer Kugel liegt. Dennoch kann diese Prozedur
fiir umfangreiche Kugel-Cluster einige Zeit in Anspruch nehmen, da auch die Zahl
der Testpunkte grofs genug gewiahlt werden sollte, um die Struktur des Clusters
griindlich zu erfassen. In der Implementierung wurde die Anzahl der Testpunkte
auf T' = 100.000.000 festgelegt. Fiir Cluster mit 100 oder mehr Kugeln wird daher
eine Variante von Algorithmus 10.1 eingesetzt, die die Nachbarschaftsverwaltung
miteinbezieht, um statt sdmtlicher Kugeln nur die Teilmenge der Kugeln untersuchen

zu miissen, die sich in der Néhe des zufélligen Testpunktes befinden.

Fiir die Bestimmung der Raumausfiillung einer Packung aus so zusammengesetzten
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Algorithmus 10.1 ,Hit-or-Miss“-Methode zur Bestimmung des Partikelvolumens.

Benotigt: s = halbe Seitenlédnge der bounding box
Bendétigt: T = Anzahl der Testpunkte
Benoétigt: N = Anzahl der Kugeln k4, ..., ky im Cluster
h <0
fort=1,...,7T do
x < gleichverteilte Zufallszahl aus [—s, s]
y < gleichverteilte Zufallszahl aus [—s, s]
z < gleichverteilte Zufallszahl aus [—s, s]
a<=h
1< 0
repeat
1<=1+1
if Punkt (z/y/z) liegt in Kugel k; then
h<h+1
end if
untilh >aVi=N
end for
return 2 (2s)?

Partikeln gilt die in Definition 2.2.1.1 angegebene Berechnungsvorschrift, welche
die oben beschriebene Methode nutzt, um das Volumen Vp(p;) jedes einzelnen
Partikels p; zu ermitteln. Die Berechnung des gewichteten durchschnittlichen
Mittelpunktes erfolgt in Anlehnung an die in Definition 2.2.2.2 angegebene Formel,
jedoch wird statt d nun das tatsichliche Partikelvolumen Vp(p;) als Gewicht des

Partikelmittelpunktes Z; eingesetzt.

10.2.2 Bestimmung der Oberflache

Ein dhnlicher Algorithmus lasst sich zur Bestimmung der Oberfliche eines zusam-
mengesetzten Partikels einsetzen, die fiir die Berechnung der spezifischen Oberfléache
der Packung notig ist. Hier muss fiir jede Kugel des Clusters derjenige Anteil ihrer
Oberfliche ermittelt werden, der nicht durch Uberlappung in einer anderen Kugel
enthalten ist. Eine bounding box ist nicht erforderlich, da die Testpunkte auf den

Kugeloberflichen erzeugt werden, wie Algorithmus 10.2 im Detail beschreibt.

Auch fiir diesen Algorithmus existiert in der Implementierung eine Variante, die
sich auf die Nachbarschaftsverwaltung stiitzt, um nur diejenigen Kugeln untersuchen
zu miissen, die in rdumlicher Ndhe zum Testpunkt positioniert sind. Sie wird fiir
Kugelanzahlen N > 100 eingesetzt. Die Anzahl der verwendeten Testpunkte betrigt
T = 1.000.000.
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Algorithmus 10.2 | Hit-or-Miss“-Methode zur Bestimmung der Partikeloberflache.

Benotigt: T'= Anzahl der Testpunkte
Benoétigt: N = Anzahl der Kugeln k4, ..., ky im Cluster
0«0
fori=1,...,N do
r < Radius der Kugel k;
m < Mittelpunkt der Kugel k;
h <=0
fort=1,...,7T do
x < gleichverteilte Zufallszahl aus [—1, 1]
y < gleichverteilte Zufallszahl aus [—1, 1]
z < gleichverteilte Zufallszahl aus [—1, 1]
7 (2/y/2)
| <= /22 +y?+ 22
p<=m+5p// Testpunkt pauf Kugeloberfliche bringen
a<=nh
j<=0
repeat
j<=j+1
if j # 1 A Punkt p'liegt in Kugel k; then
h<h+1
end if
untilh >aV j=N
end for
O<:O+(1—%)47rr2
end for
return O
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Die volumenbezogene spezifische Oberflache (vgl. Definition 2.2.1.4) fiir eine
Packung mit NV aus Kugeln zusammengesetzten Partikeln mit jeweiligen Oberflichen
O;,i=1,..., N, betragt

N
O;
SV — =1

Vo

wenn Vo das Containervolumen der Packung darstellt.

10.2.3 Erzeugung und Platzierung

Soll ein Partikel einer bestimmten Gestalt in der simulierten Packung vorkommen, so
wird es zu Beginn des Programms erzeugt. Dazu liest das Programm die Partikeldatei
ein, in der die relativen Positionen und Radien der zugehorigen Kugeln gespeichert
sind. Ebenso kénnen dort vorberechnete Werte fiir Volumen und Oberflache des
Partikels abgelegt sein, ansonsten miissen zu deren Bestimmung die Algorithmen 10.1
und 10.2 ausgefiihrt werden. Um das Partikel auf eine durch das Sampling der KGV
bestimmte Korngrofe = zu bringen, wird jeder Kugelradius sowie der Abstand jedes
Kugelmittelpunktes vom Partikelmittelpunkt mit dem Faktor % skaliert. Dabei ist

dy der Durchmesser einer volumenéquivalenten Kugel, es gilt also

T 6
V;,:gdf/ N dv:\g/;‘/p’

wenn V), das Volumen des Partikels kennzeichnet.

Die anfingliche Ausrichtung des Partikels wird durch den Zufall bestimmt, die Posi-
tionierung des Partikelmittelpunktes erfolgt schliefslich d&hnlich dem in Kapitel 7.3.2
beschriebenen Verfahren fiir einfache Kugeln, d. h. die Uberlappungsraten 0;; werden
auf Kugelbasis ermittelt und pro Partikel aufsummiert. Ein bedeutender Unterschied
liegt jedoch in der Gewichtung der zu kumulierenden Uberlappungsraten, welche den

akzeptierten Schwellwert iiberschreiten (siche Gleichung (7.4)): Gleichung (7.3) wird

N 3 3aA
0; = E 7’@-7}0@‘7

JF

ersetzt durch

die Grofsenordnungen der Volumina der betroffenen Kugeln (ausgedriickt durch die
dritten Potenzen der Radien r; und r;) wirken sich also auf die ,Bosartigkeit” der
jeweiligen Uberlappung aus. Damit wird verhindert, dass fiir zusammengesetzte
Partikel die Verletzung des Schwellwertes durch kleine Kugeln genauso stark wiegt

wie die Verletzung durch grofe Kugeln und so evtl. eine voluminése Uberlappung
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zwischen zwei grofen Kugeln in Kauf genommen wird.

10.2.4 Translation und Rotation im CR

Wahrend des Collective Rearrangements wird der Verschiebungsvektor fiir jede
einzelne Kugel des Clusters wie bisher separat berechnet, was die Anpassung der
Nachbarschaftsverwaltung darauf beschrinkt, nur Uberlappungen mit Kugeln aufer-
halb des gleichen Clusters zu beriicksichtigen. Der vorgesehene Verschiebungsvektor
des Partikels ist dann der gewichtete resultierende Vektor aller Kugelverschiebun-
gen, allerdings wird die Gewichtung (analog zur Anpassung der Platzierung im
vorhergehenden Abschnitt) mit dem Produkt der Volumina der betroffenen Kugeln
als zusatzlichem Faktor ergénzt. Unter periodischen Randbedingungen kann die
Translation ohne Weiteres ausgefiihrt werden, bei harten Containerrdndern jedoch

erfolgt sie nur maximal so weit, bis mindestens eine Kugel den Rand beriihrt.

Im Gegensatz zu den rotationsinvarianten Kugeln muss fiir clusterbasierte Partikel
das Drehmoment beriicksichtigt werden, nur so kann eine zuféllige, dichte Packung
erfolgen. Der gewichtete Verschiebungsvektor v;, der fiir jede Kugel k; aufgrund
ihrer Uberlappungen mit Kugeln anderer Cluster berechnet wird, dient einerseits
als Beitrag der Kugel zur Translation des Partikels p;, andererseits aber ebenso als
Kraft F’z = v;, die am Mittelpunkt m; der Kugel angreift. Aus der Differenz von m;
zum Partikelmittelpunkt p; ergibt sich der Hebelarm 7; = m; — p;. Das durch die
Uberlappungen der Kugel k; auf das Partikel p; wirkende Drehmoment ist damit

—

Das Mittel der Momente iiber alle Kugeln liefert dann das resultierende Drehmoment

das auf das aus N Kugeln zusammengesetzte Partikel p; wirkt.

Die Rotation eines Partikels erfolgt im Simulationsprogramm nach der Translation, die
Reihenfolge ist jedoch austauschbar, da das Partikel um seinen eigenen Mittelpunkt
p; gedreht wird — die Operationen Rotation und Translation sind damit kommutativ.
Die Rotation erfolgt mit dem Winkel o = )Mj’ um die durch ]\7[]- definierte Achse
und ist durch den Algorithmus 10.3 beschrieben. Wie bei der Translation auch muss

hier im Anschluss sichergestellt sein, dass keine einzige Kugel des Partikels einen

189



10. Packungen weiterer Partikelformen

harten Containerrand verletzt.

Algorithmus 10.3 Rotation eines aus Kugeln zusammengesetzten Partikels.

Benotigt: N = Anzahl der Kugeln ky, ..., ky im Cluster
Benotigt: mq, ..., my = Mittelpunkte der Kugeln
Benotigt: p = Mittelpunkt des Partikels
Bendtigt: a = (dx/dy/dz) = Vektor der Rotationsachse
Benotigt: o = Rotationswinkel
f < atan2(dy, dy)
ROTX(d, )
v <= atan2(dx, dyz)
fori=1,...,N do
m; < m; —p // Translation in Richtung Ursprung
ROTX(m;, ) // Rotation um X-Achse, damit @ in X-Z-Ebene liegt
ROTY (1, 7v) // Rotation um Y-Achse, damit @ auf Z-Achse liegt
ROTZ(m;, o) // Rotation um Z-Achse mit Winkel «
ROTY (m;, —y) // Riick-Rotation um Y-Achse
ROTX(m;, —f) // Riick-Rotation um X-Achse
my; <= m; +p // Rick-Translation
end for

Algorithmus 10.4 ROTX: Rotation eines Punktes um die X-Achse.

Benoétigt: (z/y/z) = Koordinaten des zu rotierenden Punktes
Benotigt: o = Rotationswinkel

Yneu <= Y COS v — 2z SIn «

z <= ysina + zcosa

y <: yneu
return (z/y/z)

10.3 Raumausfiillung fiir verschiedene

Partikelformen

Abbildung 10.1 zeigt eine Packung aus 1.000 monodispersen Sphéroiden, aufgrund der
periodischen Randbedingungen sind nahe der Containerrander einzelne Komponenten
der Partikel zu sehen. Die Sphéiroide bestehen jeweils aus 5 Einzelkugeln und besitzen
ein Achsenverhéltnis von a/b = 3,8. Thre Packungsdichte betrdgt ¢ = 66,8 % und liegt
damit hoher als die monodisperser Kugeln, was im Einklang mit den Ergebnissen in
der Literatur steht (siehe Abschnitt 10.1.1).

Die Wiirfelpackung in Abbildung 10.2 ist ein weiteres Beispiel fiir das Zusammen-

setzen von Kugeln zu beliebigen Partikelformen. Die Partikel bestehen in diesem
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Algorithmus 10.5 ROTY: Rotation eines Punktes um die Y-Achse.

Bendtigt: (z/y/z) = Koordinaten des zu rotierenden Punktes
Benotigt: a = Rotationswinkel

Tpeu <= 2z SIN o + T oS«

z & zcosa — rsino

T <= Tpeu

return (z/y/z)

Algorithmus 10.6 ROTZ: Rotation eines Punktes um die Z-Achse.

Benoétigt: (z/y/z) = Koordinaten des zu rotierenden Punktes
Benotigt: o = Rotationswinkel

Tpey <= T COSQ — Y sin o

Yy <= ycosa+ rsina

T <= Tneu

return (z/y/z)

Abbildung 10.1: Packung aus Sphéroiden mit periodischen Randbedingungen.
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10. Packungen weiterer Partikelformen

Fall aus 64 Kugeln; eine Erhohung dieser Anzahl verbessert die Approximation der
Wiirfelform, sofern es die Rechnerleistung zulésst. Die Anpassung der Wiirfel an die
Kanten und Seitenwénde des Containers ist gut erkennbar, jedoch richten sie sich im
Zentrum der Packung teilweise untereinander aus und bilden kleine Cluster gleicher
Orientierung. Die zwischen den Clustern bestehenden Liicken sorgen fiir eine geringe

Raumausfiillung von ¢ = 55,2 %.

b6

Abbildung 10.2: Packung aus 512 Wiirfeln.

Packungen aus Partikeln mit rauer Oberfliche weisen eine niedrigere Raumausfiillung
auf als Packungen glatter Kugeln. Abbildung 10.3 zeigt eine solche Packung aus
1000 Partikeln. Jedes Partikel besteht aus einer zentralen Kugel mit Durchmesser
d = 1 sowie 50 kleinen Kugeln mit 0,1 < d < 0,2, die auf der Oberfliche der grofen
Kugel platziert sind, d.h. der Abstand des Mittelpunktes jeder Oberflichenkugel
zum Mittelpunkt der zentralen Kugel betrigt 1.

Die (volumenbasierte) spezifische Oberfldche der Packung fallt mit Sy ~ 11,75 deut-
lich hoher aus als die einer Packung monodisperser Kugeln ohne Oberflachenbesatz
(Sy =6 fiir d = 1). Mit ¢ = 50 % wurde eine geringe Raumausfiillung erzielt, die
groftenteils auf die bereits an den Oberflachenkugeln zusammenstofsenden Partikel
zurlickzufiihren ist. Die lokalen Maxima der PKF (Abbildung 10.4) sind daher im
Vergleich zu einer monodispersen Packung glatter Kugeln (vgl. Abbildung 2.6) um

ca. 0,15 nach rechts verschoben (Aufgrund der geringen Packungsgrofe in einem be-
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10.3. Raumausfiillung fiir verschiedene Partikelformen

Abbildung 10.3: Packung aus Kugeln mit strukturierter Oberflache.

schrankten Container fillt die PKF ab.). Die Verteilung der lokalen Raumausfiillung
(Abbildung 10.5) zeigt auferdem den betréichtlichen Einfluss des Wandeffekts auf
die Packungsstruktur. Hier sind die Extrema ebenfalls nach rechts verschoben, auch
scheint das Minimum bei ca. r = 1 nicht so scharf auszufallen wie die Entsprechung
im Graphen glatter Kugeln (vgl. z. B. Abbildung 9.6).

4 4
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1 4
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Abbildung 10.4: Paarkorrelationsfunktion fiir eine Packung aus Kugeln mit strukturierter
Oberflache.
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Abbildung 10.5: Verteilung der Raumausfiillung fiir eine Packung aus Kugeln mit struk-
turierter Oberflache.

10.4 Erzeugung von polydispersen und

polymorphen Packungen

Obwohl in den letzten Jahren viele Untersuchungen mit simulierten Partikelpackungen
durchgefithrt worden sind, in denen von der Kugelgestalt abgewichen wurde (vgl.
Abschnitt 10.1), wird bislang nur von gestaltshomogenen Packungen berichtet, d. h.
die Partikel unterscheiden sich evtl. in der Grofie, nicht aber in der Kornform.
Daher soll das Simulationsprogramm neben der Polydispersitat auch die Polymorphie
innerhalb einer Packung gestatten, und so in zukiinftigen Arbeiten die Untersuchung
der Raumausfiillung von Mischungen aus Materialien unterschiedlichster Kornform
erleichtern. Die Abbildungen 10.6 bis 10.8 demonstrieren diese Mdoglichkeiten.
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Abbildung 10.6: Bidisperse Packung aus  Apbildung 10.7: Packung als Modell fiir

kissenformigen groben und kugelférmigen  faserverstirkten Beton mit 0,1Vol.-% Fa-

kleinen Partikeln. seranteil.

Abbildung 10.8: Packung aus Tetris-artigen Partikeln.
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Kapitel 11

Agglomeration

Betrachtet man reale Partikelpackungen, so stofst man im Feinkornbereich auf das
Phénomen der Agglomeration. Grenzflachenkréfte sorgen hier fiir ein Zusammenballen
der Partikel, sodass sogenannte Agglomerate in unregelméafiger Form und Grofe
entstehen (siehe Abbildung 11.1). Teilweise sind diese Agglomerate so stabil, dass sie
Verdichtungsprozesse iiberleben und in der finalen Packung weiterexistieren. Dort
reduzieren sie die Raumausfiillung aufgrund ihrer geringen inneren Dichte und der
héufig fraktalen Form, die verhindert, dass das Feinkorn die ihm zugedachte Rolle

als Fullmaterial kleinster Liicken einnehmen kann.

Glasmehl e Mikrosilika

Abbildung 11.1: REM-Aufnahme von Glasmehl (links) und Mikrosilika (rechts).

Simulationen von Kugelpackungen miissen die Agglomeration (oder zumindest ihre
Auswirkungen auf die Raumausfiillung) in irgendeiner Weise beriicksichtigen, wenn

sie als Modell fiir feine und feinste Partikel dienen sollen.
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11. Agglomeration

11.1 Ursache

Die Agglomeration wird durch interpartikuléare Kréfte verursacht. Zu diesen zdhlen
die kohésive Van-der-Waals-Kraft und die elektrostatische Kraft, welche fiir eine
Abstofsung zwischen gleichartig geladenen Teilchen sorgt. Die auch London-Kraft
genannte Van-der-Waals-Bindung entsteht, wenn die Elektronenbewegung zweier
Partikel korreliert und sich so ein temporérer Dipol bildet, was nur im Nahbereich
bis ca. 100 nm moglich ist. Innerhalb dieser Distanz fillt die Wirkung mit 1/D?
wobei D den Abstand der Partikel bezeichnet [Faz07]|. Demgegeniiber steht die
elektrostatischen Kraft, die iiber etwas grofiere Entfernungen wirken kann und
deren Richtung von der Ladung der Partikel abhéngt. In granularen Materialien sind
Partikel typischerweise entweder gleichartig geladen, sodass sich die Partikel abstofen,
oder ungeladen, was dann die Vernachlassigung der elektrostatischen Kraft erlaubt.
Tatséachlich hangt die Raumausfiillung feiner Partikel in erster Linie von der Van-der-
Waals-Kraft ab [YZY00, YFZY03, YZYO03]. Fiir das Mischen mehrerer Feinstoffe kann
die elektrostatische Kraft ausgenutzt werden, indem z. B. zwei Partikelfraktionen
entgegengesetzt aufgeladen werden. Auf diese Weise stoften sich die gleichnamig
aufgeladenen Partikel einer Fraktion untereinander ab, und ziehen die Partikel der

anderen Fraktion an, was die Durchmischung férdert [WLO3].

Theoretische Haftkraft [pN]

10' 4
10° —|
10" —|
10" — v. d. Waals-Kraft
10%—
elektrostatische
Kraft Gewichtskraft

107 | | | >

10 10° 10 10? 10°

Partikeldurchmesser [pm)]

Abbildung 11.2: Interpartikuldre Krifte fiir feine Partikel (nach [BPW'91]).

Die Van-der-Waals-Kraft und die elektrostatische Kraft wirken proportional zur
Oberflache der Partikel, wohingegen die durch die Partikelmassen bestimmte Ge-

wichtskraft linear mit dem Volumen wéchst und somit fiir Partikelgrofsen oberhalb

198



11.2. Relevanz

des Feinbereichs den strukturbestimmenden Einflussfaktor darstellt (siehe die sche-
matische Darstellung in Abbildung 11.2). Sie ermoglicht einige Verdichtungsver-
fahren (Riitteln), Agglomerate spielen fiir diese Partikelgrofen keine Rolle mehr.
Die Raumausfiillung unter Einfluss magnetischer Kréifte wurde von Lumay und
Vandewalle untersucht [LV07], in dhnlichen Experimenten wurde die Abhéngigkeit
vom Verhéltnis aus interpartikuldren magnetischen Kréaften und Partikelmasse bzw.
Gewichtskraft von Forsyth et al. fiir Packungen in einem Magnetfeld festgestellt,
sie schlossen auf einen dhnlichen Zusammenhang, wenn statt magnetischer Kréfte
Van-der-Waals-Kréfte wirken [FHORO1]. Auch bei Dong et al. ergab sich in der
DEM-Simulation ein nichtlinearer Zusammenhang zwischen diesem Kréfteverhéltnis
und der Raumausfiillung feiner Partikel in einer Fliissigkeit [DYZY06].

In der Literatur finden sich diverse Aussagen zu den Korngroéfenintervallen, in
denen dagegen mit Agglomeration zu rechnen ist: Nach Valverde und Castellanos
[VC06, VCO7a| agglomerieren Partikel mit Korngrofen bis etwa 50 pum, fiir Sand
gibt Fazekas [Faz07]| eine Obergrenze von 250 um an. Anhand dieser und dhnlicher
Angaben ldsst sich eine starke Varianz der Agglomerationsneigung erkennen, was der

Stoffabhéngigkeit zuzuschreiben ist.

11.2 Relevanz

Die Auswirkung der Agglomeration auf die Raumausfiillung lésst sich an einem
Beispiel verdeutlichen: Im Experiment wurden mehrere Mortelmischungen verdichtet
und ihre Raumausfiillungen festgestellt. Mit den zuvor bestimmten Korngrokenver-
teilungen wurden ebenso virtuelle Kugelmischungen erzeugt und in der Simulation
gepackt. Die Raumausfiillungen sind in Diagramm 11.3 gegeniibergestellt, dabei geben

die Ziffern in der Mischungsbezeichung die Mischungsverhéltnisse der Komponenten

e Bindemittel, aus 1 (Volumen-)Anteil Feinstzement (< 20 pm), 3 Anteilen einer
mittleren Zementfraktion (10 — 63 pm) und 5 Anteilen grobem Hiittensand
(125 — 250 pm) zZusammengesetzt,

e Normsand, feine Fraktion (250 — 500 pm),
e Normsand, mittlere Fraktion (0,5 — 1 mm) und
e Normsand, grobe Fraktion (1 — 2 mm)

wieder. Die als Referenz untersuchte Normmischung besteht aus 25 % Zement (CEM
I 32,5R) und 75 % Normsand.
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Abbildung 11.3: Experimentell und simulativ fiir Mortelmischungen erzielte Raumausfiil-
lungen im Vergleich.

Der Vergleich lasst eine deutliche Diskrepanz zwischen den Ergebnissen erkennen, die
umso hoher ausfillt, je mehr Feinanteil in der Mischung enthalten ist. Die simulierten
Packungen stellen die Situation fiir ideale Kugeln dar, auf die keine interpartikuldren
Krifte wirken. In der Realitdt ist es — neben anderen Einflussfaktoren wie der
Partikelform — hauptséchlich die Agglomeration, die eine betréachtliche Verringerung
der Raumausfiillung bewirkt. Wie weiter oben beschrieben agglomerieren kleine
Priméarpartikel zu groferen Partikelclustern, wodurch die Liickenfiillwirkung im Fein-
und Feinstbereich verloren geht. Die Agglomeration verdndert also de facto die
Korngrokenverteilung und ersetzt kleine Korngrofsen durch grofere Agglomerate, die
dariiberhinaus eine geringe innere Raumausfiillung aufweisen. Daraus resultiert eine

Reduzierung der Packungsdichte der Mischung.

Fiir sehr feine Ausgangsstoffe zeigt die Agglomeration zum Teil betréchtliche Aus-
wirkungen auf die Packung, die Raumausfiillung kann ohne Weiteres bis auf 1%

absinken, wenn beispielsweise hochfeine Kieselsdure (Nanosilika) verwendet wird
[VCO06].
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11.3 Vermeidung

Da das Auftreten von Agglomeraten dem Erzeugen einer dichten Packung entgegen-
steht, miissen Moglichkeiten bedacht werden, die Agglomeration zu unterbinden oder
zumindest stark einzuschrinken. Nur dann kann eine simulierte Kugelpackung die

reale Packung hinreichend gut abbilden.

Betrachtet man Betonmischungen, so ist die Festigkeit des Endproduktes von pri-
méarem Interesse, die Packungsdichte der trockenen Schiittung ist nur ein Hinweis
darauf (siche Kapitel 1.1.2). Bereits nach der Wasserzugabe beim Betonanmischen
konnen vorher bestehende Agglomerate zerfallen, was auf die Reduzierung der inter-
partikuldren Kréfte in fliissiger Umgebung zuriickzufiithren ist [YXBIT08], anderer-
seits sorgen jedoch Kapillarkrafte auch in der fliilssigen Phase fiir eine Kohésion der
Partikel [XZY04, XZY07|. Zusatzmittel wie Superverfliissiger helfen trotzdem, die
agglomerierten Partikel zu dispergieren [Kje07]| (siehe auch Abbildung 11.4).
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Abbildung 11.4: Die Packungsdichte einer Zementmischung in Abhéngigkeit vom
Mikrosilika-Anteil. Durch Zugabe von Fliefmitteln kann der charakteristische Kurven-
verlauf hergestellt werden, eine Erhéhung der Verdichtungskraft verschiebt die Kurve nach
oben, der Einfluss der Agglomeration verschwindet (aus [Kje07]).

Das Vorhandensein der Agglomerate in einer Partikelpackung ist stark vom Ver-
dichtungsdruck abhéngig. Eine Erhéhung desselben kann die Agglomeration stark
einschranken. Kjeldsen stellt fiir Mischungen aus Mikrosilika und Zement bei einen
Verdichtungsdruck von 10 MPa eine maximale Packungsdichte fest, die als cha-
rakteristisch und von Agglomeration unbeeinflusst angesehen wird [Kje07]|, siehe
Abbildung 11.4. Auch bei Alberts finden sich Ansétze, die die Reduzierung der
Porositét durch Erhéhung des Drucks beschreiben [Alb05|. Valverde und Castellanos
untersuchten die Verdichtung von Stérkemehl und geben drei Intervalle des Verdich-
tungsdrucks P, an [VCOT7a|: Bei 1 Pa < Py < 10 Pa ordnen sich die Agglomerate zu

einer dichten, zufilligen Packung an, zwischen 10 Pa < P, < 10 kPa zerfallen sie in
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kleinere Agglomerate, und fiir Py > 10 kPa sind praktisch keine Agglomerate mehr

vorhanden.

11.4 Beriicksichtigung in der Simulation

Kann oder soll die Agglomeration in der Realitét nicht vermieden werden, dann beste-
hen mehrere unterschiedlich komplexe Moglichkeiten, diese auch in der Modellierung

bzw. Simulation angemessen zu beriicksichtigen.

11.4.1 Modifizierung der simulativ ermittelten

Packungsdichte

Die einfachste Moglichkeit zur Einbeziehung der Agglomeration besteht in der Modi-
fizierung der von der Simulation bestimmten Raumausfiillung. Sie ist gekennzeichnet
durch einen Verzicht auf Eingriffe in den CR-Algorithmus bzw. den gesamten Erzeu-
gungsprozess der Packung; es wird also zunéchst die Raumausfiillung ¢ einer Packung
idealer Kugeln bestimmt, deren Durchmesser der gemessenen KGV entsprechen. An-
schliefsend erfolgt eine Reduzierung von ¢, um dem Einfluss der Agglomeration

Rechnung zu tragen.

Abhangigkeit vom Feinstoffanteil in der Mischung

Sei a der Faktor fiir die Abweichung der Raumausfiilllung zwischen Simulation und

Experiment, also
¢Exp = a¢Sim~ (111)

In der Regel gilt 0 < a < 1. Aus der Beobachtung der in Abschnitt 11.2 vorgestellten
Untersuchungen an Mortelmischungen folgt: Je hoher der Anteil des Feinstoffes und
je hoher dessen Agglomerationsneigung, desto niedriger ist a. Mittels Regression
wurde daher der Zusammenhang zwischen dem Anteil f; der Feinstoffe unter 100 pm
und dem jeweiligen a; fiir jede dieser n = 10 Mischungen bestimmt. Das Ergebnis
lautet

aj=b—c-f;, j=1,...,n,

mit b = 0,9252 und ¢ = 0,6160. Der Umrechnungsfaktor b bezieht grundsétzliche

Unterschiede zwischen Experiment und Simulation ein, etwa die Partikelform. Die
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Agglomerationsneigung flieft hingegen vollstédndig in den Faktor ¢ ein und ist vom

Feinanteil abhéngig. Mit Gleichung 11.1 ergibt dies den Zusammenhang

PExp; = (0,9252 — 0,6160 ;) Psim ;-

Die mit dem entsprechenden Faktor a; multiplizierten Simulationsergebnisse sind
den gemessenen Raumausfiillungen in Abbildung 11.5 gegeniibergestellt (vgl. auch

die unmodifizierten Ergebnisse in Abbildung 11.3).
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Abbildung 11.5: Vergleich der angepassten Simulationsergebnisse und der experimentell
bestimmten Raumausfiillungen der Mortelmischungen.

Die Daten belegen eine gute Ubereinstimmung und erlauben damit auch realistische
Ergebnisse beliebiger weiterer Kombinationen der in Abschnitt 11.2 angegebenen
4 Komponenten. Auf andere Stoffmischungen ist der ermittelte Zusammenhang
zwischen f; und a; jedoch nicht iibertragbar und muss fiir jeden Einzelfall neu
bestimmt werden. Dies stellt fiir relativ simple Mischungen mit nur einer feinen Kom-
ponente (im obigen Beispiel Zement) eine niitzliche Option dar, die Agglomeration
in das Ergebnis einzubeziehen, sofern der experimentelle Aufwand zur Schaffung
einer Datenbasis fiir die Regression im vertretbaren Rahmen liegt. Fiir Mischungen
aus mehreren feinen und damit agglomerierenden Komponenten gestaltet sich dies
jedoch ungleich schwieriger, da die Anzahl der benétigten Daten (Raumausfiillung
einer Stoffkombination) und somit anzufertigenden unterschiedlichen Mischungen

im Verhéltnis zur Anzahl der Komponenten iiberproportional ansteigt. Daher kann
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diese Methode nur fiir Versuchsreihen empfohlen werden, fiir die nur ein einziger

agglomerierender Feinstoff verwendet wird.

Abhangigkeit von den Kugeldurchmessern in der Simulation

Diese Variante betrachtet das Sample der Kugeln in der Simulation. Jeder Kugel
mit einem Durchmesser d < daggGrenze Wird unterstellt, ein Partikel (eigentlich alle
Partikel eines Korngrofienintervalls) zu repréasentieren, dass agglomeriert und somit
einen Beitrag zur Senkung der Packungsdichte leistet. Dazu muss der Agglomerations-
grenzdurchmesser daggGrenze zuvor in Abhéngigkeit der verwendeten Stoffmischung
festgelegt werden. Der Simulationsvorgang lauft unverandert ab, nur wird am Ende
fiir jede der betroffenen kleinen Kugeln ein Aufschlag auf den in der Packung vor-
handenen Porenraum berechnet, welcher abhéngig von der Kugelgrofe ist. Fiir die

Raumausfiillung ergibt sich nun

CVe+bE Y 4

di SdAggGrenze

¢

wobei b den Anteil des Volumens eines feinen Partikels kennzeichnet, den es iiber

sein Nettovolumen hinaus aufgrund der Agglomeration zusétzlich benétigt.

Anmerkung: Der mit sinkender Korngrofse steigenden Agglomerationsneigung kann
entsprochen werden, wenn statt eines festen Wertes fiir b eine Variable b; innerhalb der

Summe verwendet wird, die ihrerseits ebenso fiir absteigende Durchmesser wéchst.

11.4.2 Konzept fiir die Modellierung der Agglomeration

durch Anderung der Korngréfenverteilung

Eine weitere Moglichkeit zur Einbeziehung der Agglomerationswirkung in der Simu-
lation besteht in der Auswertung des Agglomerationseinflusses auf die Korngrofen-
verteilung. So konnen agglomerierende Partikel aus der KGV entfernt werden, da sie
nicht mehr als Primérpartikel fiir die Simulation zur Verfiigung stehen. Die daraus
wahrend des Packungsprozesses entstandenen Agglomerate werden als eigensténdige
neue Partikel angesehen. Thnen kann jeweils ein kugelédquivalenter Durchmesser zuge-
ordnet werden, sodass die Simulation diese als Kugeln mitsimuliert. Die Agglomerate
miissen daher mit eben diesem Durchmesser wiederum der Korngréfenverteilung hin-
zugefiigt werden. Abbildung 11.6 zeigt schematisch, wie sich die Korngréfsenverteilung

(qo vor bzw. gy nach der Agglomeration) durch diesen Vorgang nach rechts in den
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11.4. Beriicksichtigung in der Simulation

Bereich grofserer Durchmesser verschiebt. Dabei stellt gy die relative Haufigkeit der

agglomerierenden Partikel dar, hg beschreibt die relative Haufigkeit der Agglomerate.
A A

9y qO
9 Agglomeration

hO
> >

Abbildung 11.6: Dichten der Korngrofenverteilungen ohne (links) und mit Beriicksichti-
gung der Agglomeration (rechts).

Um die Berechnung von ¢y zu ermoglichen, miissen bestimmte, aus Experimenten
gewonnene Kenntnisse iber das Agglomerationsverhalten des untersuchten Stoffes

vorausgesetzt werden.

Voraussetzungen

A priori bekannt seien die Funktionen ¢y und gg := p-qp mit einer Agglomerati-
onsfunktion p(z) € [0, 1], welche die Wahrscheinlichkeit angibt, dass ein Partikel
mit Durchmesser = agglomeriert. Die Haufigkeitsfunktion hy der Agglomerate ist
nicht vollstandig bekannt, jedoch kann deren ungefdhre Lage und Form anhand von
ausgewerteten Streuprédparaten geschétzt werden. In den nachfolgenden Abschnitten
wird beschrieben, wie die konkreten Anteile ho(x) der Agglomerate mit Durchmesser

z bestimmt werden konnen.

Der Prozess der Agglomeration vergrofert das benotigte Gesamtvolumen der Mi-
schung und &dndert so de facto die Korngrofenverteilung, da sich mehrere agglomerie-
rende Primérpartikel zu groferen Agglomeraten zusammenballen, welche zusétzlichen
Porenraum einschliefsen. Diese Agglomerate werden mit ihrem resultierenden Durch-
messer in der Zielkorngrofenverteilung erfasst. Zur Vereinfachung des Modells wird
weder die tatsdchliche Anzahl der agglomerierenden Partikel noch die Anzahl der
entstehenden Agglomerate betrachtet, auch die Anzahl der Primérpartikel in jedem
Agglomerat ist hier irrelevant. Es wird jedoch davon ausgegangen, dass der Anteil des
Feststoffs am Volumen eines Agglomerats fiir alle Agglomerate im Mittel p betrégt,
also zwischen den Zufallsvariablen fiir das Volumen Vp eines Primarpartikels, die
Anzahl N der Primérpartikel eines Agglomerats und das Agglomeratvolumen V4 ein
Zusammenhang
E[NVp|=E[pV4], 0<p<1
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11. Agglomeration

besteht und somit

vaes, Prim — p‘/ges, Agg

fir das Gesamtvolumen aller agglomerierenden Partikel Vges prim und das Gesamtvo-

lumen aller Agglomerate Ve, age gilt.

Ist o bestimmt, kann die Simulation dafiir eine Packung erzeugen. Besonderes Augen-
merk muss allerdings auf die Agglomerate gerichtet werden, die nun selbst als Kugeln
mit innerer Raumausfiillung p < 1 simuliert werden. Der in den Agglomeraten ent-
haltene Porenraum muss also bei der Berechnung der Packungsdichte beriicksichtigt

werden; die notwendige Anpassung wird ab Seite 213 dargestellt.

Betrachtung der Anzahlanteile

A= 7 golx) da = 7 p()ao () da

ist der Anteil agglomerierender Partikel (vor Agglomeration). Zugleich ist dies die

Agglomerationswahrscheinlichkeit

o0

P(,zufdllig ausgewdhltes Partikel agglomeriert*) = / go(x) dz.

0

o0

Ap = /ho(x) dx

0

ist der Anteil der Agglomerate (nach Agglomeration).

Da sich mehrere Feinstpartikel zu grofseren Agglomeraten zusammenballen, muss
Ay > Ay

gelten.

Konstruktiv lasst sich go(z) bestimmen, indem von go(z) ausgehend die Haufigkeit
eines Durchmessers 2 um go(x) herabgesetzt und um hg(x) erhéht wird. Anschliefsend

muss noch per Division durch das Integral normiert werden, damit wieder relative
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11.4. Beriicksichtigung in der Simulation

Héaufigkeiten mit Summe 1 entstehen. Somit ist

o) — ) = 0o(@) + ala) 12
OfCJo(y) — g0(y) + ho(y) dy

14

12

10

Anzahlanteil [%]
(@)

D
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Durchmesser [um]

Abbildung 11.7: Die relativen Haufigkeiten der Agglomeratedurchmesser am Beispiel von
Flugasche.

Die noch unbekannte Funktion Ay der Anteile der Agglomerate kann nur ansatzweise
aus den Experimenten geschétzt werden. Die Form der Anteilskurve in Abbildung 11.7
lasst auf eine logarithmische Normalverteilung der Durchmesser unter den Agglome-
raten schliefsen, deren Lageparameter o und o ebenfalls aus den experimentell ermit-
telten Daten zu bestimmen sind. Im Gegensatz zur Dichte der Log-Normalverteilung
ist das Integral von h jedoch nicht auf 1 normiert, sondern entspricht dem Anteil
der Agglomerate an der Ziel-Korngrofsenverteilung. Fiir die genaue Bestimmung
von hg muss daher auf die Tatsache des Volumenerhalts agglomerierender Partikel

zuriickgegriffen werden. Ein Ansatz dazu wird im néchsten Abschnitt angefiihrt.

Invarianz der Volumenanteile:

%go(x)x3 dx f go(x)2® dx
=2 (11.3)

v, =

s
6

0%8 0%8

q(@)xddr [ qo(x)a® dx
0

ist der Volumenanteil der agglomerierenden Partikel.

207



11. Agglomeration

Zho(x)z® dz [ ho(x)a® dx
0
Vi, = =

0\8 0\8

%cjo(ac)xf3 dx f Go(z)z3 dz
0

ist der Volumenanteil der Agglomerate.

Wegen des zusétzlichen Porenvolumens innerhalb der Agglomerate muss
‘/g <V,

gelten.

Das Volumen der agglomerierenden Partikel findet sich im Volumen der Agglomerate
wieder, allerdings sind die Agglomerate mit einem eingeschlossenen Porenvolumen

saufgeblaht”, sodass deren innere Raumausfiillung p betragt (mit 0 < p < 1).

Der Volumenanteil der Agglomerate ohne deren innere Porenrdume ist dann

pEho(x)a? dx

[S]E]
=)y

o(z)z3 de — [ Eho(x)z dx + [ pEho(z)a® dx
0 0

p [ ho(x)x® dx
0

(Go() — ho(x) + pho(a))a5 dz

Dieser Anteil entspricht dem Volumenanteil der agglomerierenden Partikel, somit
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11.4. Beriicksichtigung in der Simulation

erhalt man die Invarianz

Vg = Vi;

go(z)z3 dx p [ ho(x)a® dz
0

qo(w)x? dzx E ;fo(jo(l’)x?’ dx — (1 —p) :foho(:c)x3 dx

= /go(a:)x3 dx

0

o(2)2® do

T3 M idwel] el

ho(2)2® dz 7q0(x)x3 dzr + (1 —p) 7g0(:v)x3 dx

[ go(x)z* dz [ Go(x)a® da
ho(2)x® do = 0 0

!
0\8

Fana)otds + (1= p) [ (o)’ dr

Nach Einsetzen von Gleichung 11.2 verbleibt hq als noch einzig unbekannte Funktion,
deren Bestimmung allerdings nicht einfach ist. Darum wird im n#chsten Abschnitt

ein alternatives Vorgehen aufgezeigt, das den Fokus auf die Volumenverteilung legt.

Betrachtung der Volumenanteile

Die Wahl der Volumenkurve als Ausgangspunkt der Kalkulation ist zum einen durch
die Tatsache motiviert, dass die Daten aus den Experimenten (insbesondere die
Korngrofenverteilung) als Volumenanteile vorliegen. Zum anderen vereinfachen sich
sich die Berechnungen deutlich, wenn die Dichtefunktion ¢3 der Zielverteilung aus
der Dichtefunktion der Volumenanteile g3 bestimmt werden kann. Ahnlich wie in
Gleichung 11.2 lasst sich hier ¢3 mittels

o) = q3(x) — gs(x) + hs(x) (11.4)
q3(y) — 9s(y) + hs(y) dy

konstruieren. g3 und hs sind die nun ebenfalls als Volumenanteile betrachteten

Entsprechungen von gy bzw. hg.

Invarianz der Volumenanteile: Die Berechnung verlduft analog zur fiir die

Anzahlanteile bereits beschriebenen Herangehensweise, fiihrt diesmal jedoch zur
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expliziten Angabe der Funktion ¢s:

g3(x) dz 00
Vo= — = /gg(x) dx (11.5)
a(y)dy o

0\8 OHg

ist der Volumenanteil der agglomerierenden Partikel (vor Agglomeration) an der

Gesamtmischung.

johg(l') de o
V=L — = /hg(x) dz (11.6)
{%(y) dy 0

ist der Volumenanteil der Agglomerate (nach Agglomeration) an der Gesamtmischung.

Fir 0 <V, < 1 (und damit auch 0 < V}, < 1) muss wegen des zusétzlichen Porenvo-
lumens innerhalb der Agglomerate V, < V}, gelten. Das reine Volumen (abziiglich der

Luftporen) der Agglomerate, wiederum als Anteil an der Gesamtmischung, betragt

PV

Ve — 2%
11—V + pV,

und muss dem Volumenanteil der agglomerierenden Partikel entsprechen, also V, =

V.. Aus dieser Invarianz erhélt man

_ Vo B vy
Vo+p(1=Vy) p+(1—-p)V,

Vi (11.7)

Der Verteilung der Agglomeratedurchmesser kann fiir die Volumenkurve — wie in
Abbildung 11.8 erkennbar — eine Normalverteilung N (u,02) (mit Parametern p und

o aus den experimentellen Daten) zugrunde gelegt werden, d. h.

T —

o(x) == 3534 und /cp(x) dx = 1.

Mit - -
% /h(x)de/ (x)dx
B LY
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18
16
14
12
10

Volumenanteil [%]

S N b~ N

m
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Durchmesser [um]

Abbildung 11.8: Die Volumenanteile der Agglomeratedurchmesser am Beispiel von Flug-
asche.

erhélt man als mogliche Funktion fiir den Agglomerateanteil

__ Vep(x)
RN ErIA

Dies kann in Gleichung 11.4 eingesetzt werden, um — zusammen mit den Glei-
chungen 11.5, 11.6 und 11.7 — die Dichtefunktion der Korngréfenverteilung nach

Agglomeration als

Vyp(x
q3(x) — g3(x) + ﬁ

() = z (118
1=Vo+ dtom,

zu bestimmen.

Bestimmung der Anzahlanteile aus den Volumenanteilen: Die Volumenan-
teile konnen auch durch Anzahlanteile ausgedriickt werden, wenn letztere mit der

dritten Potenz des Durchmessers multipliziert und anschliefsend renormiert werden
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(siche Kapitel 2.1). So erhdlt man

q3($) _ 00610(575)$3 7
Of q(y)y® dy
G3(r) = Ootjo(x)x3
Of Jo(y)y® dy
und g5(z) = 0090(55)373
Of q(y)y® dy

Zusammen mit V, aus Gleichung 11.3 kénnen diese Ausdriicke nun in Gleichung 11.8
eingesetzt werden, um Formeln fiir die Bestimmung von ¢y, und ¢3 zu gewinnen, die

nur von bekannten Gréften abhingen:

® 3
é g0(y)y” dy

()
qo(z)z® go(z)z? quo(y)y3 dy
ofoqo(y)yB dy ofOQO(y)y3 dy ?90(14)1/3 dy
o ° e
~ (io xr)x .({qo(wy dy
q3\T) = = -
( ) f (io(y)y?’ dy ggo(y)yg’ dy
0 [ 90(v)y? dy F a0y dy
-5 +—
S ao(y)y> dy J 90 ()y3 dy
0 p+(1-p) %
[ a0(w)y3 dy
0
o(z) Tgo(y)y3 dy
qo()x* — go(z)z” + b _
[ 90()y3 dy
p+(1=p) G
[ a0 (@)y3 dy
— 0
i o0 [ 90(v)y® dy
JaoW)y?dy — [ go(y)y? dy + ——= -
0 0 J 90(y)y> dy
p+(l—p) T—
S a0(w)y? dy
0
Mit N
[ 9o(y)y® dy
gm0
:fogo(y)y3 dy
p+(1—-p)s
quo(y)y3 dy
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11.4. Beriicksichtigung in der Simulation

fihrt dies zu 5
o(z) = (OZO($> — go(x))z” + Bp(x)

[ (@) — go(y)y? dy + B

0

und
R gs(x) /2
Of G3(2)/23 dz

q0(z)—go(x)+Bp(x) /3
Of(qo(y)—go(y))y3 dy+8

L=

0(z)—go(z)+Be(z)/z3 dz
(qo(y) go( Ny dy+p

qo(x) — go(z) + Bo(x) /2 |
90(2) — go(2) + Bep(z) /23 dz

I

o—3

Somit lassen sich sowohl die Volumen- als auch die Anzahlanteile der Korngrofenver-
teilung nach Agglomeration direkt aus den Anzahlanteilen der Ausgangsverteilung
berechnen. Die letzte Gleichung liefert aufferdem zusammen mit Gleichung 11.2 die

relative Haufigkeit der Agglomerate

Anpassung der Simulation

Ist go (bzw. g3) vollstandig bestimmt, kann wie bisher durch Simulation eine Kugel-
packung erzeugt werden, deren Kugeldurchmesser durch diese neue Korngréfienver-
teilung festgelegt sind. Dabei stellt das Verfahren keine zusétzlichen Anforderungen

an die Kugelanzahl oder andere Simulationsparameter.

Seien

Vprim das Volumen der (nicht agglomerierenden) Primérpartikel-Kugeln,
Vage das Volumen der Agglomerate-Kugeln,

Vikugeln = VpPrim + Vagg das Volumen aller Kugeln und

Vieer das Leervolumen im Container.

Da die Agglomerate Luftporen einschliefen und nur zu einem Anteil p Feststoff enthal-

ten, betragt deren Netto-Volumen pVjg.. Daraus berechnet sich die Raumausfiillung
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nach Agglomeration ¢4 als

o VPrim + vagg

da = :
VKugeln + Vieer

Nun unterscheidet die Simulation nicht zwischen Primérpartikeln und Agglomeraten
— allesamt werden als Kugeln betrachtet. Deshalb muss sowohl das Volumen der
Agglomerate-Kugeln als auch das der Primarpartikel als Anteil am Volumen aller
Kugeln ausgedriickt werden, was mittels des zuvor bestimmten V}, geschehen kann.
So ist

Vage = VaVkugeln

und
VPrim = (1 - Vh)VKugeln-

Dadurch ergibt sich

by = (1 — Vi) Viugein + PVaViugeln
Vkugeln + Vieer
~ Vkugeln (1 = Vi + pVi)
B Vikugeln + Vieer
_ Viugen (1 = (1 = p)V3)
B Viugeln + Vieer

= (1 - (1 - p>Vh>¢(§0

mit ¢4, als der von der Simulation einer reinen Kugelpackung berechneten Raum-
ausfiillung, basierend auf der Korngréflenverteilung nach ¢y. Somit kann ¢4 durch

einfache Multiplikation des Simulationsergebnisses mit einem Faktor

=1-(1=pVh= P = T

p—l—(l—p)VtQ fgg($)$3d$
0

ermittelt werden.

Eine Funktion fiir die Agglomerationsneigung

Die Funktion p: R + [0,1] gibt fiir einen Durchmesser die Wahrscheinlichkeit an, mit
der ein Partikel dieser Grofe agglomeriert. Diese Wahrscheinlichkeit ist umso grofser,
je kleiner der Durchmesser ist; fiir sehr kleine Partikel kann von einer totalen Agglo-
meration ausgegangen werden. Ab einer gewissen (stoffabhéngigen) Partikelgrofe z,,

kann der Wert von p dagegen als 0 betrachtet werden, d.h. lim p(x) = 0.

T—Tq
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11.4. Beriicksichtigung in der Simulation

Die Agglomerationsneigung héngt von interpartikuldren Kréften ab, die stark stoff-
abhéngig sind. Dadurch lédsst sich fiir eine allgemeine Agglomerationsfunktion p nur
eine grobe Annahme iiber den Verlauf machen; auf Grundlage von Untersuchungen
zur Abhéngigkeit zwischen Partikelgréfe und Raumausfiillung [YZYC06] kann p mit

Hilfe einer logistischen Verteilung als

plx)=1-—=

(& b

modelliert werden, was dem Zusammenhang zwischen Porositdt und Korngrofe in

monodispersen Mischungen &hnelt [YFZY03].

Die Parameter a und b miissen fiir einzelne Materialien oder zumindest fiir Stoffgrup-
pen individuell bestimmt werden, was einen erheblichen experimentellen Aufwand
verursachen kann. Ebenso schwierig diirfte ein angemessener Wert fiir p zu finden
sein, sodass die Realisierung dieses Konzeptes zur Einbeziehung der Agglomeration
noch offen bleibt.

11.4.3 Konkrete Agglomerate

Eine abschliekende Variante stellt die direkteste der hier prasentierten Moglichkeiten
zur Einbeziehung der Agglomeration dar. Sie ist durch einen Eingriff in die Daten-
strukturen der Simulation gekennzeichnet: Die Agglomerate selbst werden zusétzlich

zu den Kugeln implementiert.

Modellierung der Agglomerate

Die Agglomerate der Simulation werden aus Kugeln aufgebaut, dhnlich den realen
Agglomeraten, die aus Primérpartikeln bestehen. Dadurch ist klar, dass der CR-
Algorithmus angepasst werden muss: Translation und Rotation der Agglomerate
sind auf die gleiche Weise zu realisieren, wie schon bei der Umsetzung verschiedener
Partikelformen (siehe Kapitel 10.2) beschrieben. Gleichfalls sind die Kugeln innerhalb
eines Agglomerat-Clusters starr; die Agglomerate sind damit weder verformbar noch

auftrennbar.

Die Uberlappungen der Kugeln innerhalb eines Agglomerats betreffend gibt es zwei

Alternativen:

e Uberlappungen sind verboten: Ein Vorteil ist die Entsprechung der Reali-

tat, aukerdem kann das Agglomeratvolumen duflerst simpel als Summe der
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Kugelvolumina ermittelt werden.

e Uberlappungen sind erlaubt: Es bieten sich mehr Moglichkeiten fiir die Agglo-
meratgestaltung und die Agglomerate sind u. U. schneller zu erzeugen, da eine
Uberpriifung der Nichtiiberschneidungsbedingung der Kugeln nicht notwendig
ist. Agglomeratoberfliche und -volumen sind mit der Monte-Carlo-Methode zu
bestimmen, siehe Kapitel 10.2.1 und 10.2.2.

Die Idee des mehrstufigen Packens von Primérpartikeln zu Agglomerate-Clustern
und schliefslich zu einer Gesamtpackung wurde auch von Kim et al. benutzt, um

feine keramische Pulver zu simulieren [KKAMOO].

Erzeugung der Agglomerate und bendtigte Parameter

Die Erzeugung der Agglomerate kann zum einen durch einen ,Agglomerategenerator
als ein Stiick eigenstéindige Software geschehen, dem die KGV der zu simulierenden
Partikelmischung {ibergeben wird, und der auf dieser Basis Kugelcluster zusam-
menstellt, welche die Agglomerate reprasentieren. Die Entstehung fraktaldhnlicher
Strukturen durch diffusionsbegrenztes Wachstum [Mea85, Mea95| kann dabei als

Vorlage dienen.

Zum anderen konnen auch die Positionen der (Einzel-)Kugeln unmittelbar nach
der Anfangsplatzierung zu Beginn der Simulation herangezogen werden, um jeweils
mehrere lokal benachbarte Kugeln zu einem Agglomerat zu verbinden. Unabhéngig
von der letztendlich verwendeten Methode benétigt der Erzeugungsprozess der

Agglomerate eine gewisse Anzahl konkreter Parameter:
e die Anzahl Partikel pro Agglomerat,
e die Korngrofsen der beteiligten Primérpartikel,
e die Anzahl und Héaufigkeit der Agglomerate,
e die innere Raumausfiillung der Agglomerate sowie
e die Grofke der Agglomerate.

Diese Parameter miissen fiir jeden einzelnen agglomerierenden Feinstoff festgelegt
werden. Die experimentelle Bestimmung derselben ist dabei leider noch weitgehend
ungeklért. Erste Aufschliisse iiber einige Parameter kann die Untersuchung von Streu-
priaparaten erbringen, allerdings ist fraglich, in wie weit dort eine Ubereinstimmung
mit Agglomeraten in einer verdichteten Packung gegeben ist. Vielversprechend konnte

dagegen die Analyse der Mikrostruktur dichter Packungen sein, wie sie etwa durch
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Computertomographie ermoglicht wird. In der vorliegenden Arbeit konnten diese
Ideen jedoch nicht weiter verfolgt werden, hier sollten zukiinftige Forschungsprojekte

ansetzen.
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Kapitel 12
Optimierung

In dieser Arbeit ist ein Simulationswerkzeug entstanden, das zu einer gegebenen
KGV eine dichte, zufillige Kugelpackung generiert. Zu dieser Packung wird ebenfalls
die Raumausfiillung ¢g;, berechnet, wodurch das Simulationsprogramm als Bewer-
tungsinstrument von Korngrokenverteilungen dienen kann. Primérziel ist dabei nicht
die exakte Voraussage der Packungsdichte ¢y, einer realen Mischung, sondern die
relative Bewertung einer Mischung innerhalb einer Vergleichsgruppe, daher ist die
Bedingung
Bsim(Mi) > Gsim(Mm;) = Ppxp(Mi) > Puxp(my)

fir je zwei Mischungen m; # m; wiinschenswert. Stimmen die Rangfolgen (bezogen
auf die Raumausfiillung) der Mischungen in Simulation und Experiment iiberein, kann
eine Optimierung auf den virtuellen Mischungen auch eine in der Realitit optimale
Mischung identifizieren. Allerdings muss bei der Wahl der Optimierungsstrategie
auf die Unterstiitzung einer solchen Ordinalskala geachtet werden, bei der weder die
absoluten Differenzen zweier Bewertungen noch die Absolutbetréige selbst eine Rolle

spielen.

Ein naheliegendes Anwendungsbeispiel der Optimierung ist die Bestimmung der
dichtesten Packung, die sich aus N Komponenten realisieren lasst. Hierfiir kann
eine Palette von Mischungen erzeugt werden, bei denen die Volumenanteile der
Komponenten jeweils innerhalb eines Rasters variieren. Wahrend im Labor ein Trial-
and-Error-Vorgehen bei der Mischungskomposition aus Aufwandsgriinden nur auf
wenige Mischungen beschrénkt sein kann, befiahigt die rechnergestiitzte Simulation zur
systematischen Bewertung des kompletten Rasters. Vielversprechende Mischungen
konnen dann den weiterfithrenden Analysen im Labor zur Verfiigung gestellt werden;

hierbei wird der Simulation gewissermafen die Rolle der Vorauslese zugeteilt, um in
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spateren Schritten Arbeitsaufwand und somit Kosten niedrig zu halten.

Wenn N grofs ist, steigt der Aufwand zur Bewertung aller moglicher Mischungskom-
binationen stark an; ein Vergrobern des Rasters kann dies nur zum Teil ausgleichen.
Dann sollte mit Hilfe dedizierter Optimierungsverfahren der Aufwand der Simulati-
on neu allokiert werden: In den Bereichen des Suchraums, die ,gute Mischungen
(bzgl. der Optimierungszielsetzung) erwarten lassen, empfiehlt sich eine verstirkte
Suche, wihrend auf Bereiche mit schlechten Packungseigenschaften moglichst wenig

Aufwand entfallen soll.

Im Folgenden werden einige mogliche Anwendungsfélle der simulationsbasierten
Optimierung von Betonmischungen aufgezeigt und diskutiert. Im Anschluss gibt
Abschnitt 12.2 eine Kurziibersicht iiber geeignete Verfahren zur Realisierung der

Optimierung.

12.1 Optimierungsszenarien

Die Optimierung von Betonmischungen ist nicht nur fiir die Forschung, sondern auch
und gerade fiir die Industrie von besonderer Bedeutung. Drei typische, praxisrelevante

Szenarien sollen die Potenziale beleuchten.

12.1.1 Szenario 1: Bestimmung einer KGV fiir dichteste

Packungen

Seit mehr als einem Jahrhundert, seit der Arbeit von Fuller und Thompson [FT07]
iiber optimale Sieblinien fiir den Zuschlag, ist die Betonindustrie auf der Suche
nach immer besseren Rezepturen und insbesondere nach Korngrofsenabstufungen,
die die Raumausfiillung (und folglich die Festigkeit) der ihnen folgenden Mischungen
maximieren. Mit Hilfe der Simulation kann zu jeder in Frage kommenden Rezeptur
eine Bewertung in Form der Raumausfiillung erfolgen. Dies kann losgelost von
tatséchlich zur Verfiigung stehenden Komponenten geschehen, oder beispielsweise

auch auf konkrete Partikelformen abgestimmt werden.

Grundsétzlich kann die Aufgabe auf zwei Arten gelost werden. Die einfachere Va-
riante unterstellt, dass die KGV als Funktion modelliert werden kann, etwa als
RRSB-Funktion. Dann muss der Optimierungsalgorithmus lediglich die Parameter
der Funktion (Lageparameter und Steigungsmafs) variieren, und anhand der Raum-

ausfiillung die Eignung jeder so bestimmten KGV bewerten. Allerdings besteht die
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Moglichkeit der Existenz von Mischungen mit einer hoheren Raumausfiillung, die
nicht mit dieser Funktionenklasse modelliert werden kénnen. Ein aufwandigeres, aber
flexibleres Vorgehen zerlegt das Korngrofsenspektrum in n disjunkte Teilintervalle
und erzeugt fiir diese jeweils einen Volumenanteil. Der Vorteil dieses Ansatzes ist die
Unabhéngigkeit von einer spezifischen Funktion, jedoch steigt der Aufwand an, da

nun n Parameter variiert werden miissen.

Wenn eine im obigen Sinne optimale KGV gefunden worden ist, stellt sich das
nachste Problem: Es miissen Komponenten ermittelt werden, welche die KGV in der
Praxis realisieren konnen. Die Losung besteht in der Regel darin, die zur Verfiigung
stehenden Fraktionen durch Siebung und Rekombination in die gewiinschte Abstufung

zu bringen.

12.1.2 Szenario 2: Optimierung fiir gegebene Bestandteile

Ein noch haufiger vorkommendes Szenario ist die Optimierung der Raumausfiillung
unter Verwendung bestimmter gegebener Komponenten. Als Griinde fiir solche
Vorgaben konnen etwa langfristige Lieferbeziehungen, lokale Verfiigharkeit oder die

Ersparnis bei Verwendung spezifischer Produkte genannt werden.

Ein Optimierungsmodul benétigt dann eine Liste der verfiigharen Komponenten und
auferdem fiir jede einzelne Komponente die Korngréfienverteilung, die Reindichte, die
Kosten (pro Masseanteil) sowie weitere indirekte, nicht notwendigerweise monetére
Kosten wie z. B. die spezifische COq-Emission (siche auch néchstes Szenario). Durch
Kombination verschiedener Masseanteile der Komponenten versucht die Optimierung
eine bestbewertete Rezeptur zu finden. Als (zu maximierende) Zielfunktion dient hier
ebenfalls die Festigkeit, die durch die Raumausfiillung bestimmt wird. Zusétzlich
besteht die Moglichkeit, Nebenbedingungen anzugeben, etwa die Einhaltung einer
Obergrenze fiir die Gesamtkosten, Beachtung der Reaktivitit, usw., sodass diese
Vorgehensweise insgesamt das Ziel hat, unter gegebenen Rahmenbedingungen die Fes-
tigkeit und somit Produktqualitéit zu verbessern, um so u. a. einen Wettbewerbsvorteil

zu erreichen und neue Einsatzmoglichkeiten der Materialien zu erschliefien.

12.1.3 Szenario 3: Austausch einzelner Komponenten unter

Beibehaltung der Betoneigenschaften

Das dritte Szenario betrachtet schliefllich den Fall, dass der hergestellte Beton —

zumindest in der Wahrnehmung des Kunden — nicht verdndert werden darf. Zu
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konservieren sind insbesondere Eigenschaften wie Festigkeit, Bestandigkeit und Dau-
erhaftigkeit, aber auch die Verarbeitbarkeit und damit die Einsatzmdglichkeiten
des Werkstoffes. Die Korngrofenverteilung kann daher tiblicherweise nicht komplett
ausgetauscht werden, wohl aber einzelne Fraktionen, sodass auch in diesem Fall
eine Optimierung durchgefithrt werden kann. Als Optimierungsziel dienen die Her-
stellungskosten, und zwar sollen sowohl direkte als auch indirekte Kosten durch

COs-Emissionen gesenkt werden.
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Abbildung 12.1: Spezifische COs-Emissionen der deutschen Zementindustrie zwischen
1987 und 2007 (nach [vdz08]).

Seit der Einfithrung der Emissionszertifikate hat die COy-Reduktion auch in der
Baustoffbranche enorm an Bedeutung gewonnen. Abbildung 12.1 zeigt die spezifischen
COs-Emissionen der deutschen Zementindustrie in den letzten 20 Jahren. Deutlich
erkennbar ist die Absenkung der Emissionen aus thermischem Energieverbrauch. Dies
ist auf die steigende Benutzung von Sekundérbrennstoffen (von Industrieabféllen iiber
Tiermehl und Klarschlamm bis hin zu Altreifen) zurtickzufiithren, die im Rahmen
der Selbstverpflichtung der Zementindustrie nicht in der COo-Bilanz berechnet
werden [vdz08|. Die Emissionen aus elektrischem Energieverbrauch sind dagegen
nur durch die Verwendung regenerativer Energien zu mindern, was bislang nicht
wirtschaftlich war. Mit zwei Dritteln geht der Grofsteil der Emissionen allerdings

auf die Kalksteinentsduerung zuriick. Die deutliche Reduzierung dieses Anteils ist
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ausschlieflich dann méglich, wenn Klinker durch Ersatzstoffe substituiert werden

kann, was wiederum die Relevanz dieses Optimierungsszenarios bestétigt.

Die Kostenreduzierung ist also in erster Linie mit der Substitution bestimmter Kom-
ponenten durch preiswertere Alternativen (z. B. Flugasche statt Klinker) umzusetzen.
Dies wird in den meisten Fallen mit einer Reduzierung der Reaktivitat erkauft.
Um die Betonqualitidt dennoch auf einem konstanten Niveau zu halten, muss die
KGV optimiert werden, sodass eine hohere Raumausfiillung den Festigkeitsverlust

kompensieren kann.

12.2 Methoden fiir die Black-Box-Optimierung

Die Packungsdichte einer Mischung mit der Korngrofenverteilung x lésst sich leider

sich nicht als simple Funktion
gb(,{):f(Kla"'7KN7m17'--amN) (121)

in Abhéngigkeit der verwendeten N Komponenten K; und ihrer Volumenantei-
le m; darstellen. Damit bleiben insbesondere solche Optimierungsstrategien au-
fen vor, die die Ableitung(en) der Funktion mit einbeziehen und somit Stetigkeit
und Differenzierbarkeit fordern. Der Fokus muss also auf sogenannte Black-Box-
Optimierungsstrategien [Ang08| gelenkt werden, die Informationen lediglich durch
die Bewertung der Losungskandidaten gewinnen und auf Annahmen tiber das zu 16sen-
de Problem weitestgehend verzichten konnen. Solche problemunabhéngigen Strategien
arbeiten meist stochastisch und werden dann als randomisierte Suchheuristiken
bezeichnet. Als Beispiele seien hier die lokale Suche, evolutionédre Algorithmen und
Tabusuche genannt. Hermann et al. nutzen aufterdem das Nelder-Mead-Verfahren

[HELS07| fiir die Optimierung der Raumausfiillung einer 5-Komponenten-Mischung.

Ahnlich wie bei Hermann et al. ist im vorliegenden Fall die Bewertung eines Lo-
sungskandidaten, also die Bestimmung der Raumausfiillung einer Mischung, mit
einer Simulation und so mit hohem zeitlichen Aufwand verbunden, oftmals muss eine
breite Mischung in mehreren Fraktionen simuliert werden. Um eine Beeintrachtigung
des Ergebnisses durch Ausreifer in der Simulation weitgehend auszuschliefen, wére
es aukerdem vorteilhaft, mehrere Wiederholungen der Bewertung (multiple Simula~
tionsldufe) vornehmen zu kénnen und daraus den Mittelwert (oder einen anderen
reprasentativen Wert, z. B. den Median) zu bilden. Dies bringt eine zuséitzliche Er-

héhung des Aufwands mit sich und engt so die Wahl eines Optimierungsverfahrens

223



12. Optimierung

noch weiter ein.

Einige Ansétze arbeiten mit mehreren Losungskandidaten gleichzeitig, einer soge-
nannten Population. Eine individuelle Bewertung — die Fitness — muss fiir jede
einzelne Losung ermittelt werden, d. h. fiir jede KGV in der Population muss die
Simulation eine Raumausfiillung bestimmen kénnen. Genetische Algorithmen
etwa operieren mittels Rekombination und Mutation auf dem Lésungsraum und
benotigen dazu sehr viele Auswertungen der Fitnessfunktion, da sie iiblicherweise
mit einer mittelgrofen Population arbeiten und etliche Generationen benotigen. Sie
wurden von Maruyama et al. zur multikriteriellen Optimierung von Betonmischun-
gen eingesetzt [MKNTO1|, wihrend Amirjanov und Sobolev mit ihnen sowohl eine
Kostenreduzierung fiir Multikompositbindemittel [ASO6b| als auch eine optimierte
Korngrofkenverteilung fiir gegebene Zuschlag-Komponenten erreichten [AS05|. Letzte-
re Problemstellung der Zuschlagskomposition bearbeitete Toklu ebenfalls mit einem
Genetischen Algorithmus [Tok05].

Eine weitere Optimierungsheuristik ist das Simulated Annealing [KGV83|, das
dem Abkiihlungs- und Erstarrungsprozess von Metallen nachempfunden ist. Es beno-
tigt ebenfalls eine hohe Zahl an Losungsbewertungen und zeigt eine gute Performanz
fiir einen Losungsraum, bei dem sich die Auspréagung des globalen Optimums deutlich
von den lokalen Optima unterscheidet, sodass die Prozedur bestenfalls alle lokalen,
nicht aber den globalen Bestwert verlassen kann. Im sehr komplexen Lésungsraum

der granularen Mischungen ist dies nicht gegeben.

Ameisenalgorithmen zidhlen wie die beiden genannten Methoden ebenfalls zu
den naturanalogen Verfahren. In diesem Fall werden selbstadaptive Vorginge bei
der Futtersuche der Ameisen auf allgemeine kombinatorische Probleme iibertragen.
Folgen die Ameisen in der Realitdt einem Pfad mit einer Wahrscheinlichkeit, die
mit der dort vorgefundenen Pheromonspur korreliert, so werden ein bestimmter
Masseanteil einer einzelnen Komponente einer Mischung mit einer Wahrscheinlichkeit
in weiteren Rezepturen bevorzugt, die der Giite der gefundenen Mischungen mit
eben diesem Masseanteil entspricht. Die Anzahl der Ameisen entspricht in diesem
Fall der Anzahl der Losungsbewertungen und wiirde fiir die genannten Szenarien

nicht viel geringer ausfallen als bei den bereits erwéhnten Methoden.

Offensichtlich sind die beschriebenen Suchheuristiken ungeeignet, wenn die Losungs-
bewertungen kostspielig sind und daher nur in sehr begrenzter Anzahl genutzt werden
konnen; in den vorliegenden Szenarien ist der Zeitaufwand der Simulation als Kosten-
beitrag zu sehen. Diese Klasse der Black-Box-Probleme lésst sich durch Surrogate

Modelling bearbeiten: Statt der durch die Black Box verborgenen Funktion aus
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Gleichung 12.1 wird eine Stellvertreterfunktion (ein ,surrogate model“) bestimmt,
iiber die vollstdndige Informationen vorhanden sind, sodass sie komplett analysiert
und ihr Optimum bestimmt werden kann. Diese Funktion soll also das Verhalten
der Black Box unter Vermeidung des Simulationsaufwands nachahmen. Folgende

Prozedur setzt diese Idee um:

1. Wahl von Datenpunkten (Losungskandidaten), an denen die Simulation durch-

gefiihrt werden soll.

2. Konstruktion des ,surrogate models aus den bisherigen Datenpunkten und

ihren Bewertungen.
3. Durchsuchen des ,surrogate models”, z. B. mit einer randomisierten Heuristik.
4. Simulation an mit der Suchheuristik neu gefundenen Punkten.
5. Riickkehr zu Schritt 2, bis Abbruchkriterium erreicht ist.

Als Abbruchkriterium kann eine maximale Zeitschranke dienen, oder die Giite der
bislang besten gefundenen Losung. Das Budget der Simulationslédufe muss zweigeteilt
werden: Einerseits sollten geniigend Startpunkte erstellt werden, um ein erstes
,surrogate model* zu erzeugen, andererseits miissen ausreichend Simulationslédufe im
Budget verbleiben, um das Modell anschliefsend iterativ zu erweitern. Schritt 2 ist nur
mit einem vergleichsweise kleinem Aufwand verbunden, da die Stellvertreterfunktion

im Gegensatz zur Black Box sehr schnell ausgewertet werden kann.

Populdre Surrogate-Modelling-Verfahren sind das aus der Geostatistik stammende
Kriging sowie Response-Surface-Methoden, siehe [Kri51, Mat63, FSK08, Ang08|.
Bei Beschrankung auf eine einzelne Variable kann auch das Problem der iterativen
Kurvenanpassung an Datenpunkte (Fitting) als Surrogate Modelling betrachtet

werden.
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Kapitel 13

Fazit und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine klassische Fragestellung der Materialwis-
senschaften aufgegriffen: Die Bestimmung der Raumausfiillung einer beliebigen
Partikelmischung. Komplementér zur Arbeit von Palm [Pal09], der die durch Klin-
kersubstitution motivierte Bindemitteloptimierung hinsichtlich der Raumausfiillung
und Komponentenverteilung betrachtete, wurden in den vorangegangenen Kapiteln
verschiedenste Losungsansétze vorgestellt, um mit Hilfe von rechnerbasierten Verfah-
ren den labortechnischen Aufwand fiir diese Aufgabe zu reduzieren und so den Weg
fiir zukiinftige Optimierungen der Werkstoffe zu bahnen. Dabei wurde der Fokus auf
Beton- und Bindemittelmischungen (mitsamt ihren spezifischen Charakteristika wie
der enormen Polydispersitét) gelegt, ohne jedoch die allgemeine Anwendbarkeit der
Methoden aufter Acht zu lassen.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die Problemstellung und Motivation der For-
schungsarbeit in Kapitel 1 informierte das zweite Kapitel iiber die Grundlagen dieses
Fachgebiets, indem verschiedene Begriffe aus dem Umfeld der Stoffmischungen, ihrer

Korngrofenverteilungen und der resultierenden Partikelpackungen definiert wurden.

Die folgenden beiden Kapitel befassten sich ausfiihrlich mit existierenden Modellen
und stellten ihre Vor- und Nachteile dar. Zunéchst wurden in Kapitel 3 Hartkugel-
Modelle beschrieben, die ein Forschungsgegenstand der stochastischen Geometrie sind.
Viele von ihnen sind fiir eine Analyse zugénglich, jedoch darf ihre Praxistauglichkeit
fiir die meisten Anwendungsfélle dichter Partikelpackungen bezweifelt werden. Die
im vierten Kapitel behandelten analytisch-empirischen Modelle stammen dagegen
aus der Praxis der Werkstoffwissenschaften. Hier werden bereits seit vielen Jahren
Modelle aus empirischen Beobachtungen abstrahiert, um Vorhersagen beziiglich

der Packungsdichten von Mischungen mehrerer bekannter Ausgangstoffe treffen zu
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kénnen. Immer komplexere Formeln bieten inzwischen eine hohe Treffsicherheit in
einem breiten Feld an Zusammensetzungen. Nichtsdestotrotz bleibt der Aufwand fiir
Laborarbeiten hoch, da neben diversen Modellparametern auch etliche Daten der

Ausgangsstoffe (z. B. die Eigenpackungsdichten) bestimmt werden miissen.

Diesem Nachteil begegnet die in Kapitel 5 dieser Arbeit entwickelte Methode der hier-
archischen Fraktionierung. Statt auf Experimente stiitzt sich dieser Ansatz komplett
auf die Simulation, wobei der Algorithmus zur Erzeugung einer Partikelpackung jeder
Fraktion beliebig austauschbar ist. Vergleiche mit Experimenten und analytischen
Modellen zeigten einen deutlich reduzierten Aufwand bei mindestens ebenbiirtiger

Ergebnisqualitét.

Das diversifizierte Gebiet der Simulation von zufélligen, dichten Kugelpackungen
beleuchtete Kapitel 6. Dieses konstruktive Vorgehen zur Bestimmung der Raum-
ausfiillung wird von den Klassen ,,Random Sequential Addition* und ,Collective
Rearrangement' dominiert. Verfahren der letzteren Methodik liefern dichtere, realisti-
schere Packungen, weshalb in der vorliegenden Arbeit ein CR-Algorithmus adaptiert
und grundlegend erweitert wurde. Die Implementierung des so entstandenen Simu-
lationssystems (Kapitel 7) erforderte aukerdem die Beurteilung und Auswahl von
Samplingverfahren, Containergeometrien und Ermittlung verschiedener Packungs-

charakteristika.

Als Flaschenhals der Simulation stellte sich die Suche nach iiberlappenden Kugeln
heraus, weshalb viel Anstrengung in die Entwicklung effizienter Algorithmen und
Datenstrukturen zur Nachbarschaftsbestimmung geflossen ist (Kapitel 8). Der Loose
Octree erwies sich letztendlich als geeignete Wahl, um den Anforderungen extrem

polydisperser Mischungen gerecht zu werden.

Die weiteren Themen dieser Arbeit erstreckten sich iiber diverse Ergdnzungen des
Simulationssystems. Mit Hilfe des ,Hit-or-Miss“-Verfahrens konnte in Kapitel 9 die
lokale Verteilung der Raumausfiillung im Container bestimmt werden, was es erlaubt,
die strukturellen Auswirkungen des Wandeffekts zu verdeutlichen und dariiberhinaus
einen einfachen Ndherungswert fiir die innere, unbeeinflusste Raumausfiillung anzu-
geben. Die gleiche Monte-Carlo-Methode erméglicht die Bestimmung des Volumens
komplexerer Partikelgeometrien, wie sie in Kapitel 10 vorgestellt wurden. In Erweite-
rung der kugelbasierten Packungssimulation erlauben Cluster aus starr zueinander
positionierten und méglicherweise iiberlappenden Kugeln die beliebig genaue Appro-
ximation komplexer Partikelformen, ohne auf die effiziente Nachbarschaftsverwaltung

verzichten zu miissen.
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Kapitel 11 widmete sich der Agglomeration. Nach einer Beschreibung ihrer Ursachen
und Wirkungen sowie Hinweisen zur Vermeidung dieses Zusammenballens feinster
Partikel zu Clustern fraktaler Struktur wurden verschiedene Ansétze entwickelt, um
die Diskrepanz zwischen den ,jidealen Simulationsergebnissen und den ,jagglome-
rationsverfalschten“ Resultaten der Laborversuche zu verringern. So konnten per
Simulation erhaltene Packungsdichten mittels Regressionsrechnung an die der Expe-
rimente angepasst werden. Des Weiteren wurden Uberlegungen angestellt, wie eine
Modifizierung der Korngrofsenverteilung die Agglomeration abbilden kann bzw. wie
Kugelcluster wiahrend des Simulationsvorgangs als Modell der Agglomerate dienen

konnen.

Das letzte Kapitel lieferte schliefslich mehrere Szenarien fiir eine auf der Simulation
aufbauende Optimierung von Betonmischungen. Eine dafiir zu {iberwindende Schwie-
rigkeit ist der zeitliche Aufwand fiir die Ermittlung der Raumausfiillung einer hohen
Anzahl an Losungskandidaten, weshalb in diesem Kontext verschiedene Methoden

der Black-Box-Optimierung diskutiert wurden.

13.1 Offene Fragestellungen und

Erweiterungsmoglichkeiten

Die Breite des hier bearbeiteten Themengebietes spiegelt sich in den zahlreichen
moglichen Ankniipfungspunkten fiir weiterfithrende Arbeiten wider. So sind bereits
in den vorherigen Kapiteln an passenden Stellen Ideen skizziert worden (z.B. zu
den Themen Parallelisierung, Kapitel 7.5, und Agglomeration, Kapitel 11), deren
Weiterverfolgung mehr als lohnenswert erscheint. Die im Folgenden beschriebenen
Aspekte stellen — ohne Anspruch auf Vollstandigkeit — zuséatzliche Verbesserungs-

und Erweiterungsmoglichkeiten dar.

Bei genauer Betrachtung der Simulation stellt sich schon fiir die Anfangsplatzie-
rung der Kugeln die Frage, ob ein Austausch durch einen anderen, schnellen RSA-
Algorithmus vorteilhaft sein kann. Prinzipiell wire dazu jeder RSA-Ansatz geeignet,
da durch die dichte Platzierung verkleinerter Kugeln und anschliefendes Anwachsen
derselben auf ihre normale Grofe die Anforderung des CR an die in der Packung
ausbalancierten Uberlappungen erfiillt werden kann. So koénnte das hier auf eine
SSI-Variante angewendete Threshold-Accepting-Verfahren von der ,Inwards Packing
Method* von Bagi [Bag05| abgeltst werden, was wegen der Vermeidung von Fehl-

versuchen bei der Platzierung eine Geschwindigkeitssteigerung ermoglichen kénnte.
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Ein noch offenes Problem wire dann jedoch die zu wéahlende Containergrofse, die
fiir das erwiahnte Verfahren a priori bekannt sein muss. Eine falsche Wahl kann eine
grofse Liicke in der Containermitte verursachen oder die Platzierung sogar komplett

fehlschlagen lassen.

Die Steuerung des CR, insbesondere die Wahl der Zeitpunkte der Containervergrofe-
rungen und deren Ausmals, bietet einen sehr guten Ansatzpunkt fiir weitere gezielte
Tests und Optimierungen. Die Gewahrleistung eines schnellen und zielfithrenden
Ablaufs der Simulation muss dabei im Vordergrund stehen, sodass bei erfolgreicher
Reduzierung der bendétigten Iterationsschritte immer gepriift werden muss, ob im

Mittel gleichbleibende oder hohere Packungsdichten als zuvor erzielt werden.

Eine auf Basis der Simulationsergebnisse arbeitende Optimierungskomponente wurde
in dieser Arbeit nicht implementiert. Dies sollte unter Beachtung der in Kapitel 12
beschriebenen Szenarien und Einschrankungen nachgeholt werden. Besonders hervor-
zuheben sind hier nochmals die relativ hohen ,Kosten“ (in Form der Simulations-
laufzeit) zur Bewertung einer Losung (einer Komponentenmischung). Aus diesem
Grund sollten neben populationsbasierten Verfahren auch und vor allem andere
Heuristiken der stochastischen Optimierung in Betracht gezogen werden. Je nach
verwendeter Methode kann die eine Geschwindigkeitssteigerung erlaubende Paralleli-
sierung dann moglicherweise in die Optimierungskomponente hereingezogen werden,
da sie ihr Potenzial dort vermutlich besser ausspielen kann als eine Parallelisierung

der CR-Simulation oder der Fraktionierung (siche Kapitel 7.5).
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Anhang A

Anleitung zur Benutzung des

Simulationsprogramms

Dieses Kapitel erlautert den Umgang mit dem Simulationsprogramm. Die Konfigura-
tion erfolgt iiber eine Textdatei, in der alle erforderlichen Einstellungen vorgenommen
werden konnen. Fiir die Zukunft ist eine grafische Benutzeroberflache geplant. Die
folgenden Abschnitte erlautern die Optionen, die benotigten Dateien sowie die Bild-

schirmausgaben ausfiihrlich.

A.1 Die Konfigurationsdatei

Das Simulationsprogramm wird gestartet, indem es von der Kommandozeile mit der
Konfigurationsdatei als einzigem Parameter aufgerufen wird, also z. B.:
partikelpack Konfigurationen/standard.cfg

Folgendes Muster einer Konfigurationsdatei listet alle Parameter mit ihren Standard-

Werten auf:

Konfigurationsdatei

# B R R RS OROROROSORORONON
R e e R kL e b L b * 3 x

EE R R R S e b S R R S o

# Konfigurationsdatei

# Autor: Steffen Raschdorf (18.06.2009)

JORCHCRCIRCA A AN AR INE A INE AN IRE ARCIE ARCINE AR IIE AR IIE A HE A SE AR SE A SE A SE A SE A SE M S A SIE M OE M OE MR SIE A ORE SR RN
ZA o o A R A e A e A ol A o A o B e i e i e i e ol i e o o R R et i e e i e e el e i e e i e e e

# R R R R ROROROROROROORORORORORORORONOSORORO
P R A R R i AR PR R R A e S o S S SR S L A S e e o L

# * Parameter fuer die Simulation
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JORCHCRCIRT AT AR ARCIE AICIRE AR SIE AR SIE ARCIIE ARCIRE AR SIE AR SIE SR SIE SR SE A SIE A SIE A SIE A SIE M SRE M SIE M SIE S OE M SE M SIC A SIE S SC M SRE 4
P A R A e A o o o A R A e e ol A o A A o R L e e et e e et et e e e e e

zufallStartwert = 0

Fraktionsgroesse = 10000
simKugelAnteil = 1
AnzahlFraktionen = 1

aequidistanteDurchmesserintervalle = 0
INITTALEPACKDICHTE 1.00
maxDichteMinderung = 0.05
ANZAHLVERKLETINERUNGEN 5
ZIELUEBERLAPPUNGSRATE 0.0002

mischungsdateiname = Mischungen/default.csv

Containerform = 0
ZylinderDurchmesser = 51
periodischerRand = 1
Agglomeration = 0
alternativePartikelform = 0

PartikelDateiname = Partikel/default.par

ORI AR A A AR R A K AR AR AR K A AR K AR K AR K AR K AR K AR AR K A K R AR RO RN RN RO
e ol e ol e ol e ol el e e i e i e i e i e ol e ol e ol e i e ol e ol e ol e i e e R A i e i e i Al i e i e
o KA
£y w
JOARCHCARCIRT AT AN AR IE A IRE AR SIE A ORE AR IIE ARCINE AR SIE AR SIE S SIE A SE A SE A SE A SE M SE MK M SE MK M OE M SE M SE A SRE S SIC A RE
P R A e A e Al i o o A o A e L e e e o g e e et i e e e e e e e A e

PovRay = 0
QuteMol = 0

ausgangsbild = 0
endbild = 0

visdateiname = Grafik/default

schnittvideo = 0
schnittbilder = 1000

bewegungsvideo = 0

232




A.1. Die Konfigurationsdatei

bewFrameIntervall = 10
bewFrameAnzahl = 0
periodischeAnsicht = 0
schnitt = 0
schnittkoordinate = 0
schnittmodus = 0
xRotation = 0

yRotation = 1

zRotation = 0O
titel = Bildtitel

JORCRCRKICRRK A A RN A ARSI ARCAK AR K A K A K AR K AR K AR K AR K K AR K A K K AR AR AR RN RN
A e o A R AR e e Al i e i Al i A o A A R A e e e i e i e Al el e ol e e A R A i et i e ol e e e i e ol e
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verteilungsdateiAnlegen = 0

verteilungsdateiname = Ergebnisse/defaultVerteilung

ablaufdateiAnlegen = 0
ablaufdateiname = Ergebnisse/defaultAblauf

PKFDateiAnlegen = 0

PKFDateiname = Ergebnisse/defaul tPKF
PKFSchrittweite = 0.2

PKFMaxWert = 10

koordinatenMittelwertBerechnen = 0
koordinatendateiAnlegen = 0

koordinatendateiname = Ergebnisse/defaultKoordinaten

wandeffektdateiAnlegen = 0

wandeffektdateiname = Ergebnisse/defaultWandeffekt
wandeffektSchrittweite = 0.2

10000000

wandeffekttestpunkte

0

ergebnisdateiname = Ergebnisse/defaultErgebnis

ergebnisdateiAnlegen
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keineEingaben = 0

Mit einem ,,#¢ beginnende Zeilen werden als Kommentare betrachtet und bei der
Abarbeitung der Datei ignoriert. Sdmtliche Parameter sind als Paar ,Bezeichner
= Wert“ anzugeben, wobei unmittelbar vor oder hinter dem Gleichheitszeichen
stehende Leerzeichen ebenso wie am Zeilenanfang oder -ende platzierte Leerzeichen
ignoriert werden. Ferner ist fiir den Bezeichner Grofk- oder Kleinschreibung irrelevant,
ZufallStartwert und ZUFALLstartwert bezeichnen also den selben Parameter. Wird
der gleiche Parameter an verschiedenen Stellen definiert, so zahlt die letzte dieser
Angaben. Nicht definierte Parameter werden vom Programm auf ihre default-Werte
gesetzt. Die Parameter konnen je nach Typ Zeichenketten, ganzzahlige, Flielkkomma-
und boolesche Werte annehmen; fiir letztere gilt 0 = NEIN und 1 = JA. Die

Parameter sind im Einzelnen:

Parameter fiir die Simulation

zufallStartwert (Integer > 0)
Gibt einen Startwert (random seed) fiir den Zufallsgenerator vor und ermoglicht auf
diese Weise wiederholbare Folgen von Zufallszahlen bzw. wiederholbare Simulationen.

zufallStartwert = O ldsst einen zufélligen Startwert generieren.

Fraktionsgroesse (Integer > 4)
Gibt die Anzahl der Partikel vor, die in jeder Fraktion simuliert werden sollen. Die
Anzahl der Kugeln kann hoher liegen als diese Zahl, wenn Kugelcluster (z. B. zur

Darstellung beliebiger Partikelformen) verwendet werden.

simKugelAnteil (Fliekkommawert aus dem Intervall (0, 1])
Gibt den Anteil der Kugeln /Partikel an, die als aktive Partikel der jeweiligen Fraktion
gelten (im Gegensatz zu den Wandpartikeln, die die Interaktion der Fraktionen

abbilden). Wird bei Verwendung nur einer Fraktion automatisch auf 1 gesetzt.

AnzahlFraktionen (Integer > 1)
Gibt die Anzahl der zu verwendenden Fraktionen an. Fir > 1 wird die hierarchische

Fraktionierung benutzt.

aequidistanteDurchmesserintervalle (boolescher Wert)
Wenn mehrere Fraktionen verwendet werden sollen, gibt 1 fiir diesen Wert an, ob die

Unterteilung dquidistant auf den Durchmessern erfolgt.
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initialePackdichte (Fliekkommawert > 0)
Gibt die nominale Raumausfiillung zu Beginn der Simulation an, und damit indirekt

die Startgrofe des Containers.

maxDichteMinderung (Fliekkommawert > 0)
Gibt an, um wie viel Prozentpunkte die Raumausfiillung wihrend einer Container-

vergroferung maximal gesenkt werden darf.

anzahlVerkleinerungen (Integer > 0)

Gibt die Anzahl der Containerverkleinerungen an.

zielueberlappungsrate (FlieRkommawert > 0)
Gibt die Uberlappungsrate an, die erreicht werden muss, um die Simulation erfolgreich

zu beenden.

mischungsdateiname (Zeichenkette)
Gibt den Pfad und Namen der Mischungsdatei an.

Containerform (boolescher Wert)

ZylinderDurchmesser (Fliefkommawert > 0)

Containerform gibt die geometrische Gestalt des Containers an: 0 steht fiir einen
Wiirfel und 1 fiir einen Zylinder, fiir den dann mit ZylinderDurchmesser ein fixer

Durchmesser spezifiziert werden muss.

periodischerRand (boolescher Wert)

Wenn 1, dann werden periodische Randbedingungen angenommen, ansonsten harte.

Agglomeration (boolescher Wert)
Wenn 1, dann werden in der Anfangsphase der Simulation Agglomerate aus benach-

barten Kugeln erzeugt.

alternativePartikelform (boolescher Wert)

PartikelDateiname (Zeichenkette)

Fiir alternativePartikelform—1 wird statt der Kugelgestalt eine andere (aus Ku-
geln zusammengesetzte) Partikelform verwendet. Der Pfad und Name der Partikel-

datei wird dann durch PartikelDateiname angegeben.

Parameter fiir die Visualisierung

PovRay (boolescher Wert)
QuteMol (boolescher Wert)

Hiermit kann die Unterstiitzung der einzelnen Visualisierer ein- oder ausgeschaltet
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werden. Wenn 1, dann wird der entsprechende Visualisierer benutzt, wenn 0, dann
nicht. Es kann mehr als ein Visualisierer aktiv sein. Fiir jeden Visualisierer wird jeweils
eine Beschreibung der Packung gespeichert. POV-Ray [Pov04| dient als Raytracer
dem Erzeugen einer statischen Ansicht einer Szene (hier einer Packung), das auf die
Darstellung von Molekiilen spezialisierte QuteMol [TCMO06] erméglicht dank einer
Modifikation die interaktive Betrachtung der Packung.

Wird kein Visualisierer benutzt, dann haben die nachfolgenden Einstellungen zur

Visualisierung keine Wirkung.

ausgangsbild (boolescher Wert)

endbild (boolescher Wert)

visdateiname (Zeichenkette)

Mit ausgangsbild = 1 wird fiir jeden der aktiven Visualisierer und fiir jede Frak-
tion eine die Packung beschreibende Visualisierungsdatei generiert, und zwar zum
Zeitpunkt zwischen der initialen Platzierung und dem Beginn der CR-Iteration.
Dementsprechend liefert endbild = 1 die Visualisierungsdatei der fertigen Packung
jeder Fraktion. Der Dateiname wird jeweils aus der mit visdateiname angegebenen

44

Zeichenkette gebildet, gefolgt von ,,_F* und der Nummer der Fraktion. Als Datei-
endung wird ,,.pov* fiir eine POV-Ray-Datei und ,,.sagm” fiir eine QuteMol-Datei

angefiigt.

Die folgenden Visualisierungsparameter sind nur relevant, wenn POV-Ray als Visua-

lisierungsoption gewéhlt wurde.

schnittvideo (boolescher Wert)

schnittbilder (Integer > 1)

schnittvideo = 1 weist das Programm an, POV-Ray-Beschreibungen der Einzelbil-
der (Frames) fiir einen Film bereitzustellen, der daraus spater mit einem externen
Videotool erzeugt werden kann. Dieser Film zeigt einen Packungsschnitt, der sukzes-
sive parallel zur X/Y-Ebene durch die Packung wandert. Die Anzahl der Einzelbilder,

aus denen dieses Video bestehen soll, gibt schnittbilder an.

bewegungsvideo (boolescher Wert)

bewFrameIntervall (Integer > 1)

bewFrameAnzahl (Integer > 0)

Mit bewegungsvideo = 1 liefert das Programm POV-Ray-Beschreibungen fiir Einzel-
bilder (Frames), die spater mit externen Videotools zu einem Film zusammengefiigt
werden kénnen. Dieser Film zeigt einen Ablauf des Simulationsvorgangs, d. h. die

Bewegungen der Partikel werden visualisiert. Die Anzahl der Frames kann durch
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bewFrameAnzahl limitiert werden; ist dieser Parameter auf 0 gesetzt, werden Frames
bis zum Ende der Simulation erzeugt. bewFrameIntervall gibt den Intervall (in

[terationsschritten) vor, in dem jeweils ein Frame erstellt wird.

periodischeAnsicht (boolescher Wert)

Mit periodischeAnsicht = 1 werden die periodischen Randbedingungen ebenfalls
visualisiert. Dargestellt werden sie durch Weiterzeichnen der Kugeln in einer dunkleren
Farbe am linken, rechten, oberen und unteren Containerrand (siche Abbildung A.1).
Die Einstellung gilt fiir das Ausgangs- und Endbild sowie das Bewegungsvideo. Wenn

periodischerRand = 1 gesetzt ist, wird der Parameter ignoriert.

1000 Partikel, Simulationsende
' e _4A 08
m( I A A X T

7

Abbildung A.1: Monodisperse Kugelpackung mit visualisierten periodischen Randbedin-
gungen.

schnitt (boolescher Wert)

schnittkoordinate (FliekRkommawert)

schnittmodus (boolescher Wert)

schnitt legt fest, ob ein Schnitt durch die Packung dargestellt werden soll und
gilt sowohl fiir das Start- als auch das Endbild. Dabei gibt schnittkoordinate die
Z-Koordinate, an der der Schnitt (parallel zur X/Y-Ebene) durchgefiihrt wird. Wenn
schnittmodus = 0, dann wird ein einzelner Schnitt durchgefiihrt, der hinter der
Schnittebene liegende Teil ist sichtbar. Fiir schnittmodus = 1 hingegen erfolgt ein
zweiter Schnitt dicht hinter dem ersten, sodass nur der Schnitt der Schnittebene

mit der Packung als Anordnung von Kreissscheiben zu sehen ist. Abbildung A.2
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verdeutlicht den Unterschied beider Schnittmodi im Vergleich.

¥ o"’. p o
'.So

Abbildung A.2: Schnitt durch die Mitte (schnittkoordinate = 0) einer Kugelpackung.
Links: schnittmodus = 0. Rechts: schnittmodus = 1.

xRotation (boolescher Wert)
yRotation (boolescher Wert)
zRotation (boolescher Wert)
POV-Ray erlaubt es, ein Video einer Kamerafahrt um eine Szene (in diesem Fall
die Packung) zu ermoglichen, indem die passenden Einzelbilder erzeugt werden. Fiir
den Betrachter dndert sich somit der Blickwinkel auf die Packung, der Container
scheint sich zu drehen. Mit den drei angegebenen Optionen wird gekennzeichnet, um
welche Achse bzw. Achsen diese Drehung vollzogen wird. Sind alle drei Parameter

auf 0 gesetzt, findet im spéteren Video keine Rotation statt.

titel (Zeichenkette)
Gibt einen Titel an, der iiber der durch POV-Ray visualisierten Packung erscheinen

soll. Der Titel erscheint im Start- und Endbild, im Ablaufvideo sowie im Schnittvideo.

Sonstige Parameter

verteilungsdateiAnlegen (boolescher Wert)
verteilungsdateiname (Zeichenkette)
Durch verteilungsdateiAnlegen = 1 wird pro Fraktion eine Datei mit dem durch

verteilungsdateiname gegebenen Namen angelegt, in der die KGV gespeichert wird.
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Die Datei wird als csv-Datei angelegt, die einzelnen Felder in jeder Zeile sind durch

ein Semikolon voneinander getrennt.

ablaufdateiAnlegen (boolescher Wert)

ablaufdateiname (Zeichenkette)

Mittels ablaufdateiAnlegen = 1 wird fiir jede Fraktion das Anlegen einer csv-Datei
mit dem durch ablaufdateiname gegebenen Namen veranlasst. Diese Datei enthalt
zu jedem Iterationsschritt des CR-Algorithmus die Daten: Iterationsnummer, durch-
schnittliche Anzahl der Kontakte, minimaler Abstand zwischen zwei Partikeln, durch-
schnittliche Uberlappungsrate, Varianz der Uberlappungsraten, durchschnittliche
Anzahl an Nachbarn, durchschnittliche Weite der Verschiebung und Packungsdichte.

PKFDateiAnlegen (boolescher Wert)

PKFDateiname (Zeichenkette)

PKFSchrittweite (Fliefkommawert > 0)

PKFMaxWert (Fliekkommawert > 0)

Fir PKFDateiAnlegen = 1 werden die Daten der Paarkorrelationsfunktion in einer
csv-Datei mit in PKFDateiname gegebenem Namen festgehalten. PKFSchrittweite
gibt die Schrittweite zwischen je zwei Werten r an, fiir die g(r) berechnet wird. Mit

PKFMaxWert kann der maximale Wert fiir  vorgegeben werden.

koordinatenMittelwertBerechnen (boolescher Wert)
Mit koordinatenMittelwertBerechnen = 1 wird der gewichtete durchschnittliche

Mittelpunkt berechnet und ausgegeben.

koordinatendateiAnlegen (boolescher Wert)

koordinatendateiname (Zeichenkette)

Eine csv-Datei mit dem durch koordinatendateiname angegebenen Namen wird
mittels koordinatendateiAnlegen = 1 erzeugt. In ihr sind die Koordinaten und
Radien sémtlicher Kugeln festgehalten. Auch bei der Verwendung von Agglomeraten

oder Partikeln aus Kugelclustern werden nur die Kugeldaten ausgegeben.

wandeffektdateiAnlegen (boolescher Wert)

wandeffektdateiname (Zeichenkette)

wandeffektSchrittweite (FliekRkommawert > 0)

wandeffekttestpunkte (Integer > 1)

wandeffektdateiAnlegen = 1 bestimmt, dass eine csv-Datei angelegt wird, die die
lokale Raumaustfiillung in Abhéngigkeit vom Abstand zum Rand auflistet. Der Da-
teiname wird durch wandeffektdateiname vorgegeben. Die beiden zusétzlichen Para-

meter wandeffektSchrittweite und wandeffekttestpunkte regulieren die Schritt-

239



A. Anleitung zur Benutzung des Simulationsprogramms

weite bzw. die Anzahl der zu verwendenden Punkte fiir die ,,Hit-or-Miss“~-Methode

zur Feststellung der Raumausfiillung.

ergebnisdateiAnlegen (boolescher Wert)

ergebnisdateiname (Zeichenkette)

Ist die Option ergebnisdateiAnlegen auf 1 gesetzt, dann werden die ermittelten
Ergebnisse der Simulation zusétzlich in einer Datei gespeichert, deren Name durch
ergebnisdateiname vorgegeben ist. Andernfalls erfolgt lediglich eine Ausgabe auf

dem Bildschirm.

keineEingaben (boolescher Wert)

Fiir keineEingaben = 0 wird der Benutzer nach der Ausgabe einer Fehlermeldung
und nach der Ausgabe des Simulationsergebnisses jeder Fraktion aufgefordert, die
Eingabetaste (Enter) zu betétigen. Ist diese Option aktiviert, so unterbleiben diese
Benutzerabfragen, was eine skriptgesteuerte Abarbeitung mehrerer Simulationsléaufe

ermoglicht.

A.2 Verwendete Dateitypen

Neben der Konfigurationsdatei kann das Programm folgende Dateien als Eingabe

erfassen:

Mischungsdatei

Diese Datei gibt die Korngrofenverteilung an, fiir deren Packung die Raumausfiillung
zu bestimmen ist. Sie beginnt mit der Angabe der Reindichte des Stoffes, in der zweiten
Zeile folgt die Deklaration, ob es sich um Anzahlanteile hy oder Volumenanteile hs
handelt. Diese Anteile sind anschlieffend fiir die zugehorigen Durchmesserintervalle
aufgelistet, dabei konnen auch exakte diskrete Partikelgroffen mitsamt Anteilen

angegeben werden, wie ein kleines Beispiel zeigt:

Mischungsdatei
DICHTE 3.15072
ANZAHL
5 0.5
5 0
7 0.5
8
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Eine Halfte der Partikel besitzt den Durchmesser 5, die Grofsen der anderen Partikel
sind zwischen 7 und 8 gleichverteilt. Partikel mit anderen Durchmessern kommen nicht
in der Mischung vor. Die Durchmesserangabe x; ist durch einen Tabulatorschritt vom
nebenstehenden Anteil fiir das Intervall (z;, ;1) getrennt. Davon abweichend gibt die
Zahl fiir den Fall ;1 = x; den Anteil der Partikel mit genau diesem Durchmesser an
(im Beispiel der Durchmesser 5 mit zugehorigem Anteil 0,5). Die letzte Zeile enthélt
nur den letzten oberen Durchmesser und muss mit der Eingabetaste abgeschlossen
worden sein. Wenn die Summe der Anteile nicht 1 ergibt, werden die Anteile als

absolute Haufigkeiten gewertet und automatisch zu Anteilen normiert.

Partikeldatei

Diese beschreibt die Form der Partikel. Da nur eine Datei angegeben werden kann,
besitzen in der Konsequenz alle Partikel der Packung diese Form; polymorphe
Packungen wie in Kapitel 10.4 sind mit dem Simulationssystem grundsétzlich moglich,
erfordern jedoch Modifikationen am Programmcode und werden nicht iiber die
Konfigurationsdatei unterstiitzt. Die Partikeldatei besteht aus den Positionen und

Radien der Kugeln, die zusammen die Partikelgestalt ergeben. Ein Beispiel lautet:

Partikeldatei
OBERFLAECHE 37.6991
VOLUMEN 12.5664
2001
0001
2001

Die Angabe von Oberfliche und Volumen ist optional und wird bei der ersten
Verwendung einer Partikeldatei vom Simulationsprogramm automatisch ergénzt. Die
Zahlen jeder Zeile geben jeweils die X/Y /Z-Koordinaten sowie den Radius einer

Kugel an.

A.3 Bildschirmausgaben wahrend der Simulation

Sobald das Programm gestartet und die Konfigurationsdatei verarbeitet wurde,
verkiindet eine Bildschirmausgabe die Simulation der aktuellen Fraktion. Zusétzlich
wird der Startwert des Zufallszahlengenerators angezeigt, um durch Fixierung des

Wertes in spéateren Simulationen eine Reproduzierbarkeit der Zufallszahlenfolge zu
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ermoglichen. Nachdem dem Container anschliefsend eine Ausgangsgrofse zugeteilt
wurde, erfolgt die Initialisierung der ersten Nachbarschaftsverwaltung. Hier kann der
Status tiber einen Fortschrittsbalken verfolgt werden. Schlieflich folgt, ebenfalls iber
einen Fortschrittsbalken dargestellt, die Kugelplatzierung im Container. Auf dem

Bildschirm ist bis zu diesem Zeitpunkt beispielsweise Folgendes zu sehen:

Bildschirmausgabe 1

Simuliere Fraktion 1 von 1
Startwert ZufGen: 1000

Setze Container-Laenge...

Alte Laenge: 0, alte Dichte:
Neue Laenge: 8.05996, neue Dichte:
Aenderung: 8.05996,

Initialisiere 1. Nachbarschaftsverwaltung:
Bestimme beste Nachbarschaftsgroesse:
[00000000000000000000] 100%
Positionierung:

[00000000000000000...] 85%

Nach Abschluss der ersten Phase der Kugelpositionierung wird die dazu benotigte Zeit
angezeigt. Anschliefend werden die Kugeln einer zweiten Nachbarschaftsverwaltung
tibergeben (wieder durch einen Fortschrittsbalken visualisiert) und die Iteration des

CR-Algorithmus startet. Der folgende Ausschnitt zeigt die Bildschirmausgabe:

Bildschirmausgabe 2

Positionierung:
[00000000000000000000] 100%

Anfangsplatzierung benoetigte 3.337 Sekunden.

Initialisiere Nachbarschaftsverwaltung fuer naechste Phase:

Uebergebe Kugeln der neuen Nachbarschaftsverwaltung

[00000000000000000000] 100%

I: 1 K: 8.0 UeR: 0.15867 MxUeR: 0.453 UeV: 0.0093371 N: 25.69 B: 0.1315435
I: 2 K: 8.5 UeR: 0.14220 MxUeR: 0.352 UeV: 0.0059497 N: 25.68 B: 0.0659364
I: 3 K: 8.6 UeR: 0.13768 MxUeR: 0.334 UeV: 0.0049269 N: 25.66 B: 0.0476331
I: 4 K: 8.8 UeR: 0.13453 MxUeR: 0.318 UeV: 0.0043514 N: 25.63 B: 0.0383790
I: 5 K: 9.0 UeR: 0.13237 MxUeR: 0.307 UeV: 0.0039802 N: 25.59 B: 0.0322022
I: 6 K: 9.1 UeR: 0.13038 MxUeR: 0.302 UeV: 0.0037379 N: 25.54 B: 0.0279408
I: 7 K: 9.2 UeR: 0.12886 MxUeR: 0.300 UeV: 0.0035337 N: 25.47 B: 0.0248277
I: 8 K: 9.2 UeR: 0.12758 MxUeR: 0.300 UeV: 0.0033746 N: 25.38 B: 0.0226106
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9 K: 9.3 UeR: 0.12617 MxUeR: 0.299 UeV: 0.0032693 N: 25.29 B: 0.0208660
10 K: 9.4 UeR: 0.12505 MxUeR: 0.291 UeV: 0.0031755 N: 25.26 B: 0.0195197
11 K: 9.5 UeR: 0.12390 MxUeR: 0.293 UeV: 0.0030987 N: 25.22 B: 0.0184019
12 K: 9.5 UeR: 0.12288 MxUeR: 0.288 UeV: 0.0030264 N: 25.15 B: 0.0174748

H o H H M

Nach jedem Iterationsschritt wird ein Uberblick iiber die Daten der Simulation und

der Packung ausgegeben. Die Bedeutung der Buchstaben fiihrt Tabelle A.1 auf.

Abkiirzung Bedeutung

I Nummer des Iterationsschrittes

K durchschnittliche Koordinationszahl

UeR durchschnittliche Uberlappungsrate

MxUeR maximale Uberlappungsrate

UeV Varianz der Uberlappungsraten

N durchschnittliche Anzahl der von der Nach-
barschaftsverwaltung gelieferten Nachbarn

B durchschnittliche Bewegungsweite

Tabelle A.1: Erlduterung der Abkiirzungen in der Bildschirmausgabe.

Der néachste Ausschnitt der Bildschirmausgabe zeigt die Containervergrofserung an,

die damit verbundene Reduzierung der Packungsdichte wird ebenso mitgeteilt.

Bildschirmausgabe 3
I: 106 K: 9.9 UeR: 0.08372 MxUeR: 0.192 UeV: 0.0012015 N: 23.81 B: 0.0031041

Setze Container-Laenge...

Alte Laenge: 8.348056, alte Dichte: 0.900000

Neue Laenge: 8.508635, neue Dichte: 0.850000

Aenderung: 0.160579, -0.050000

I: 107 K: 9.5 UeR: 0.06969 MxUeR: 0.175 UeV: 0.0010163 N: 23.80 B: 0.0052433

Sinkt die durchschnittliche Uberlappungsrate unter den in der Konfigurationsdatei
angegebenen Schwellwert, so wird auf die gleiche Weise eine Verkleinerung des

Containers kenntlich gemacht:

Bildschirmausgabe 4
I: 2058 K: 6.0 UeR: 0.00004 MxUeR: 0.000 UeV: 0.0000000 N: 10.08 B: 0.0000026

Setze Container-Laenge...

Alte Laenge: 9.381775, alte Dichte: 0.634079

Neue Laenge: 9.261620, neue Dichte: 0.659079

Aenderung: -0.120155, 0.025000

I: 2059 K: 6.8 UeR: 0.01134 MxUeR: 0.016 UeV: 0.0000068 N: 9.14 B: 0.0040182
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Wurde die vorgegebene Anzahl der Containerverkleinerungen erreicht, so endet die
Simulation der Fraktion nach erneutem Unterschreiten der Uberlappungsratengren-
ze. Das Fraktionsergebnis wird aufgelistet und das Programm zeigt ebenfalls das
Gesamtergebnis an, falls es sich um die letzte Fraktion handelt, wie im folgenden
Ausschnitt der Bildschirmausgabe.

Bildschirmausgabe 5
I: 2743 K: 6.2 UeR: 0.00019 MxUeR: 0.001 UeV: 0.0000000 N: 7.77 B: 0.0000765

Simulation abgeschlossen.
Berechne Packungsdaten
[00000000000000000000] 100%

Fraktion Nr. 01

Datum & Zeit: Tue Jun 23 08:53:14 2009

Daten der Simulation

Iterationen: 2743
Ausfuehrungszeit [sek]: 48.245
Ueberlappungsrate: 0.000189634

Kugelpackungsanalyse

sim. Kugelanzahl: 1000
Koordinationszahl: 6.25

spezifische Oberflaeche: 6

Kugelpackungsdichte: 0.635234
Korndurchmesser: 1-1
Wuerfellaenge: 9.37609
Wuerfelvolumen: 824.262
Gesamtergebnis

Tats. Zufallsstartwert: 1000
simulierte Fraktionen: 1
berechnete Fraktionen: 0
Benoetigte Zeit [sek]: 61.428
Gesamt-Raumausfuellung: 0.635234
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